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Введение

Актуальность работы. Одной из фундаментальных задач совре-

менной биологии является изучение регуляции формообразования (морфо-

динамики) в процессе роста организма [42]. В настоящее время благодаря

развитию экспериментальных и вычислительных методов ведётся интен-

сивное теоретическое изучение механических свойств клеток и тканей и

роли биомеханики как интегрирующего фактора в функционировании жи-

вых систем. В частности, компьютерное моделирование стало одним из

основных методов теоретического изучения механизмов, лежащих в основе

регуляции динамики пространственных паттернов в развивающихся тка-

нях и/или органах, возникающих за счет роста, деления и дифференци-

ровки клеток.

Среди основных направлений исследований в этой области можно вы-

делить следующие.

(1) Описание роста растительной ткани с учётом биофизических

свойств и геометрии клеток. В большинстве работ используются дискрет-

ные клеточные модели с упруго-пластическими стенками [82, 114, 55]. В

этих моделях клетки представляются многоугольниками в двумерном слу-

чае и многогранниками в трехмерном, вершины которых перемещаются

под воздействием различных сил.

(2) Изучение морфогенетических механизмов формирования распре-

деления роста и дифференцировки клеток в тканях, в частности, форми-

рование пространственных паттернов специализированных клеток в эпи-

дермисе листа и корня растений [155]. Для моделирования применяют

пространственно-распределённые модели типа «реакция-диффузия». Та-

кими моделями описывают, например, взаимодействия в системе генов
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CLAVATA3-WUSCHEL, которые являются основными регуляторами, обес-

печивающими постоянство структуры ниши стволовых клеток в апикаль-

ной меристеме побега арабидопсиса [5, 6, 43, 202].

ЭЭффективность исследований морфодинамики с применением ком-

пьютерного моделирования существенно зависит от развития математиче-

ского аппарата и вычислительных технологий для описания растущих про-

странственных структур. В частности, для имитации роста (двумерного)

клеточного слоя разработаны программы, созданные с помощью матема-

тических пакетов, таких как, например, Mathematica, MATLAB, а также

узко специализированные пакеты для моделирования растительных тканей

(например, Virtual Laboratory и L-studio [146], OpenAlea [142], VirtualLeaf

[114], CellModeller [55]), написанные на языках программирования общего

назначения.

Стоит отметить, что даже самые развитые модели не дают полной

картины внутренних и внешних механизмов, управляющих процессами ро-

ста, деления и дифференцировки клеток в силу сложности происходя-

щих процессов. Данная работа посвящена исследованию методами ком-

пьютерного моделирования закономерностей пространственного распреде-

ления скоростей роста и деления клеток в меристеме, а также механиче-

ских свойств клеток, определяющих наблюдаемую морфодинамику ткани.

С одной стороны, давно известно влияние генов на морфогенез [21, 205].

Известно также, что пространственные паттерны дифференциальной ак-

тивности генов могут формироваться в результате синтеза и распростра-

нения сигнальных молекул, что может быть основой регуляции ростовых

процессов, влияющих на биомеханические свойства клеток [184]. С другой

стороны, известно, что механические напряжения и деформации, возника-

ющие в процессе роста, сами могут быть регуляторами генной активности,

и тем самым регулировать рост [161]. Важность изучения взаимодействия

этих компонент и свойств получающейся регуляторной системы для по-

нимания механизмов морфодинамики растительных тканей подтверждает
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актуальность данной работы.

Цель и задачи работы: Целью работы являлось исследование ме-

тодами компьютерного моделирования влияния морфогенетической регу-

ляции и биомеханики клеток на рост и морфодинамику меристематических

тканей растений, растущих в одном направлении.

В ходе работы решались следующие задачи:

1. Разработка методики и пакета программ для моделирования однона-

правленного симпластного роста растительной ткани с учётом мор-

фогенетической регуляции и биомеханических свойств клеток.

2. Изучение методами компьютерного моделирования устойчивости си-

стемы регуляции структуры ниши стволовых клеток в апикальной

меристеме растущего побега арабидопсиса к возмущениям, вызывае-

мым изменением пространственной структуры клеток.

3. Построение модели и изучение закономерностей однонаправленного

симпластного роста эпидермального слоя линейного листа с учётом

механики клеток методами компьютерного моделирования.

4. Построение модели и изучение механизма формирования простран-

ственного паттерна трихом на растущем листе пшеницы методами

компьютерного моделирования.

Научная новизна. В настоящей работе впервые: (1) разработана

модификация формализма дифференциальных L-систем для моделирова-

ния однонаправленного симпластного роста двумерной растительной тка-

ни («склеенные» dL-системы); (2) на модели регуляции пространственной

структуры ниши стволовых клеток в апикальной меристеме арабидопсиса

показано, что вероятность разрушения пространственной структуры воз-

растает с увеличением отношения характерного времени распространения

морфогенов к средней длине клеточного цикла; (3) на модели, интегри-

рующей представления о клетке как об осмотической ячейке в полупро-
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ницаемой упруго-пластической оболочке и о симпластном росте клеток

в растительной ткани, продемонстрировано, как в вычислительных экс-

периментах оценить влияние симпластного роста на биомеханику клеток;

(4) на модели формирования пространственного паттерна клеток-трихом

показано, что механизм латерального ингибирования сигналом, исходящим

из клеток-трихом, приводит к наблюдаемому пространственному распре-

деления клеток-трихом на листе пшеницы.

Научная и практическая ценность. Методика моделирования и

пакет программ, представленные в диссертации, могут быть использованы

в качестве основы для построения компьютерных моделей органов рас-

тений, для которых характерен однонаправленный рост. Результаты вы-

числительных экспериментов с моделью роста эпидермиса листа позво-

ляют спланировать эксперименты по изучению динамики осмотических и

тургорных давлений в клетках. Модель формирования пространственного

паттерна клеток-трихом может использоваться в сравнительных эколого-

физиологических исследованиях опушения листа пшеницы разных сортов

для выяснения приспособительных механизмов к условиям роста растения.

Разработанные модели позволяют анализировать согласованность ка-

чественных представлений о механизмах роста и формообразования расти-

тельных тканей и планировать эксперименты для изучения молекулярно-

генетической системы регуляции этих процессов.

Дальнейшее развитие этих моделей позволит решать задачи по гено-

и биоинженерии растений с целью их оптимизации для биотехнологических

целей.

Положения, выносимые на защиту.

1. Вероятность разрушения пространственной структуры ниши стволо-

вых клеток в апикальной меристеме побега арабидопсиса возраста-

ет с увеличением отношения характерного времени распространения

морфогенов к средней длине клеточного цикла.
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2. При симпластном росте растительной ткани автономная пролифера-

ция клеток приводит к биологически значимой вариабельности меха-

нических напряжений и осмотических давлений в клетках.

3. Предложенный механизм формирования пространственного паттер-

на трихом в продольном ряду клеток на листе пшеницы на основе

латерального ингибирования и кинетики роста клеток в меристеме

листа позволяет получить распределение трихом, согласующееся с

экспериментально наблюдаемым.

Апробация работы. Материалы работы вошли в отчёты по грантам

Российского фонда фундаментальных исследований и Российского науч-

ного фонда. Результаты работы представлены на одиннадцати российских

и одной зарубежной конференциях в виде устных докладов и стендовых

сообщений, среди которых Международные конференции по биоинформа-

тике, структуре и регуляции генома (BGRS 2010, BGRS 2012, BGRS 2014,

г. Новосибирск), Международная конференция по математической биоло-

гии и биоинформатике (ICMBB 2010, г. Пущино), Европейская конферен-

ция по математической и теоретической биологии (ECMTB 2011, г. Краков,

Польша) и международной конференции «Актуальные проблемы вычисли-

тельной и прикладной математики — 2015», посвященной 90-летию со дня

рождения Гурия Ивановича Марчука (AMCA 2015, г. Новосибирск).

Объём и структура диссертации. Диссертация состоит из введе-

ния, пяти глав, заключения, выводов, списка литературы. В первой главе

содержится обзор литературы по современным представлениям о структу-

ре и росте растительной ткани, механизмах формирования и поддержания

ниш стволовых клеток, а также по современным подходам к моделирова-

нию морфодинамики растительных тканей. В главе 2 описывается методи-

ка моделирования и структура разработанного пакета «Морфодинамика

Растительных Тканей». Глава 3 содержит описание модели и обсуждение

результатов моделирования структуры ниши стволовых клеток в апикаль-
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ной меристеме растущего побега растения. Глава 4 содержит описание мо-

дели и обсуждение результатов моделирования симпластного однонаправ-

ленного роста эпидермиса линейной листовой пластинки. В главе 5 при-

водится описание модели и обсуждение результатов моделирования фор-

мирования пространственного паттерна трихом на листе пшеницы. В за-

ключении обсуждаются и обобщаются основные результаты исследования.

Диссертация изложена на 186 страницах машинописного текста, содержит

60 рисунков и 5 таблиц. Список литературы включает 205 ссылок.

Личный вклад автора. Основные результаты, изложенные в дис-

сертации, получены автором самостоятельно: построены компьютерные

модели и проанализированы результаты вычислительных экспериментов.

Программа для расчёта модели симпластного роста листа пшеницы была

разработана А.В. Пененко при участии автора диссертации. Изображения

листа пшеницы, использованные для получения экспериментальных дан-

ных для модели формирования паттерна трихом, были получены А.В. До-

рошковым и обработаны автором диссертации.
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1. Обзор литературы

В первой части обзора литературы приведена информация об объекте

исследования — меристемах растений, — образовательных тканях, которые

обладают способностью к активному росту за счет деления и образования

новых клеток и формируют, таким образом, все ткани растения. Для то-

го чтобы моделировать процессы роста ткани, состоящей из разных типов

делящихся и неделящихся клеток, в результате чего изменяется клеточная

структура ткани, целесообразно использовать формализм, предназначен-

ный для описания динамических систем с динамической структурой. Во

второй части обзора описаны некоторые формализмы и их программные

реализации, которые используются для моделирования растительных тка-

ней, и приведены примеры моделей.

1.1. Меристемы растений как объект для изучения морфодина-

мики

1.1.1. Меристематические ткани растений

Развиваясь, любой живой организм многократно и закономерно изме-

няет свою форму. В физиологии растений изучение роста особенно важно,

так как постоянный рост — необходимое условие функционирования рас-

тений [2]. Клеточная структура растительной ткани закладывается в ме-

ристеме. Таким образом, меристемы растений являются не только «точкой

роста» растительной ткани, так как именно здесь закладывается будущий

клеточный паттерн, но и «точкой роста» новых научных знаний о меха-

низмах реализации генетической информации в ходе онтогенеза.

Выделяют четыре вида меристем:



1. Верхушечные (апикальные) меристемы обеспечивают рост побегов и

корней в длину.

2. Боковые (латеральные) меристемы обусловливают нарастание стеб-

лей и корней в толщину и называются камбием.

3. Вставочные (интеркалярные) меристемы временно сохраняются в

междоузлиях стебля и в основаниях молодых листьев, обеспечивая

рост этих участков, но затем превращаются в постоянные ткани.

4. Раневые (травматические) меристемы возникают в местах поврежде-

ния растения, где образуют защитный каллус.

Дифференцированные клетки составляют основную часть клеток

взрослого организма. Такие клетки, как правило, не делятся и являют-

ся специализированными для выполнения определенной функции в составе

определенной ткани и/или органа. Но и во взрослом организме существуют

клетки, которые не дифференцированы, хотя могут быть «предетермини-

рованы», т.е. судьба их в какой-то степени предопределена в том смысле,

что они могут стать клетками определенного типа или некоторого ограни-

ченного множества типов [31, 26, 27, 44, 51, 101]. Эти клетки, называемые

стволовыми, продолжают с определенной (как правило, низкой) скоростью

делиться. Стволовые клетки имеют большое значение для жизни взросло-

го организма. В тканях животных (рис. 1.1 Б) они являются источником

клеток для постоянно обновляющихся тканей, а у растений (рис. 1.1 А)

стволовые клетки апикальных меристем побега и корня обеспечивают рост

растения на протяжении всей его жизни [165, 56, 39, 51].

По современным представлениям в процессе развития в ткани воз-

никают «островки» возобновительной ткани, которые, как правило, име-

ют следующую структуру: в центре зоны находится одна или несколько

стволовых клеток, которые делятся и создают пул переходных делящихся

клеток (transit amplifying cells) [49]. Переходные клетки делятся гораздо
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Рис. 1.1. Ниши стволовых клеток в растительных и животных организмах.

А. Ниша стволовых клеток в корне Arabidopsis thaliana, Б. ниша стволовых

клеток в яичнике Drosophila melanogaster (рисунок переработан из статьи

[165]).

быстрее стволовых клеток и создают основную клеточную массу для воз-

обновительного процесса. Когда переходные клетки выходят из возобнови-

тельной зоны ткани, они дифференцируются в клетки ткани и прекращают

делиться. Такая структура возобновительной зоны формирует «нишу» для

поддержания стволовых клеток и длительное время сохраняется в ткани

[15, 136]. Размеры возобновительной зоны должны регулироваться в зави-

симости от потребностей организма, поскольку поток клеток из возобнови-

тельной зоны зависит от ее размеров. Нарушение регуляции (например, в

возобновительных зонах эпидермиса) может являться причиной патологи-

ческих новообразований [83, 87, 179].

Изолированные стволовые клетки не способны долго поддерживать

свою популяцию и быстро дифференцируются. За редкими исключения-

ми, исследователям до сих пор не удается длительно поддерживать пул

стволовых клеток в полностью искусственной среде. Наибольший прогресс

в этой проблеме был сделан при регенерации растений, а именно таба-

ка. В используемых для поддержания стволового состояния клеток средах

присутствует огромное количество разнообразных химических соединений.

Для поддержания стволовых клеток животных, помимо питательных и ак-

тивных веществ, используют так называемый питательный слой, состо-

ящий из фибробластов (стволовые клетки соединительной ткани) мыши

17



[166]. Существующая проблема привела к формированию новой концеп-

ции в биологии — концепции ниши стволовых клеток. Стволовая клетка

до тех пор может оставаться стволовой пока сохраняется ее специфиче-

ское микроокружение. Стволовые клетки, их микроокружение и клетки,

которые генерируют и поддерживают это микроокружение, называются

нишей стволовых клеток. В нише происходят процессы регуляции проли-

ферации и дифференцировки стволовых клеток, что позволяет с одной сто-

роны поддерживать относительный покой и постоянство количества ство-

ловых клеток, а с другой постоянно пополнять пул дифференцирующихся

клеток в ткани [25, 28, 38, 156]. У растений нишами стволовых клеток

являются меристемы: апикальные меристемы корня и побега (Рис. 1.2),

[50, 35, 39, 40, 53, 63, 72, 76, 106, 168, 182, 183, 196, 205, 177].

Рис. 1.2. Ниши стволовых клеток у растений. Слева — Sequoia sempervirens,

в центре — Arabidopsis thaliana, справа — ниши стволовых клеток (выде-

лены красной линией) апикальной меристемы побега и корня (рисунок пе-

реработан из статьи [165]).

В данной работе механизмы морфодинамики изучались на примере

18



апикальной меристемы побега и интеркалярной (вставочной) меристемы,

расположенной в основании листа однодольного растения.

Апикальная меристема побега

Все наземные органы взрослого растения формируются из апикаль-

ной меристемы побега (АМП), находящейся на кончике каждого вегета-

тивного побега. АМП является одной из важнейших структур для роста

и развития, т.к. именно здесь находится ниша стволовых клеток, дающих

начало всем клеткам наземной части растения [174].

Несмотря на то, что АМП имеет небольшие размеры, её структура

достаточно сложна и отличается у растений из разных таксонов [1]. В

структуре АМП выделяют зоны и области клеток, отличающихся по своим

свойствам и функциям [126], маркированных экспрессией различных генов

и находящихся в определенном пространственном расположении друг от-

носительно друга на протяжении всей жизни растения [32, 35, 183]. В АМП

арабидопсиса выделяют следующие зоны [72, 103, 106]: центральная (ЦЗ),

периферическая (ПЗ), риб зона (РЗ), зона листовых примордиев (ЛП), а

также организационный центр (ОЦ). В ЦЗ содержится запас стволовых

клеток, которые в процессе деления вытесняются в ПЗ и РЗ, клетки в

этой зоне характеризуются низкими темпами деления. ПЗ является пере-

ходной зоной, клетки здесь делятся быстрее, в дальнейшем клетки из ПЗ

переходят в ЛП, РЗ или зону между зачатками листьев. Как и ПЗ, ОЦ

также является переходной зоной, она лежит непосредственно под ЦЗ и

имеет важную функцию в поддержании ее размеров. Клетки, вытеснен-

ные из ОЦ, переходят в РЗ, где образуют сосудистую систему и паренхиму

стебля.

Помимо этих зон в структуре АМП арабидопсиса также выделяют

три слоя L1 (эпидермис), L2 (субэпидермис) и L3 (кортекс). Клетки слоёв

L1 и L2, которые также называют туникой, делятся в основном антиклинно,
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обеспечивая поверхностный рост организма. Клетки L3 не имеют опреде-

ленного направления деления и тем самым обеспечивают объемный рост

организма. Рост и деление клеток приводят к потоку клеток из ЦЗ в ПЗ

и ОЦ, и далее по корпусу АМП. Однако, несмотря на такой поток клеток,

положения зон относительно верхушки АМП остаются постоянными. В ре-

зультате гистоморфологического и клонального анализов было выяснено,

что стволовые клетки расположены в трёх верхних слоях АМП (L1, L2,

L3), концентрируясь вокруг её центральной оси [103, 72, 106].

К настоящему времени у арабидопсиса выявлен ряд генов, мутации

которых приводят к изменению структуры АМП и ниши стволовых кле-

ток в ней. Так, характерной особенностью клеток ЦЗ является экспрессия

гена CLV3, а в клетках ОЦ наблюдается экспрессия гена WUS [200]. В

клетках ОЦ и его ближайшего окружения наблюдается экспрессия генов

CLV1 и CLV2, продуктами которых являются субъединицы гетеродимер-

ного рецепторного комплекса CLV1/CLV2, локализованного на клеточной

мембране [168, 196]. Показано, что образующийся в результате процессинга

белка CLV3 короткий пептид выходит из клетки, связывается с CLV1/CLV2

в клетках вокруг ОЦ, и подавляет в этих клетках экспрессию гена WUS

[168, 129, 154, 106]. Связывание пептида CLV3 с CLV1/2 в клетках, окружа-

ющих ОЦ, приводит к снижению его поступления в клетки ОЦ, в резуль-

тате чего в норме в клетках ОЦ наблюдается экспрессия гена WUS [106].

Белок WUS перемещается в клетки ЦЗ и активирует в них экспрессию гена

CLV3 посредством прямого контроля транскрипции [201].

Интеркалярная меристема линейного листа

Длинные узкие вложенные друг в друга листья злаков разделены

на листовые пластинки (leaf blade) и влагалища (leaf sheath) — основания

листа, которые охватывают стебель и при этом защищают меристематиче-

скую ткань следующего листа (рис. 1.3). На границе между листовой пла-
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Рис. 1.3. Схема строения листа однодольного растения на примере класси-

ческого культурного риса сорта Nipponbare (рисунок переработан с сайта

Gramene (http://gramene.org)).

стинкой и влагалищем находится листовой воротничок (leaf collar). Морфо-

логические особенности воротничка используются ботаниками как признак

для классификации видов злаков. Клональный анализ показывает, что за-

чаток листа (примордий) возникает из трёх клеточных слоёв и состоит

примерно из 100 клеток (для табака [137], кукурузы [138] и хлопка [52]).

Вскоре после закладки листа закладывается «воротничок» — меристема

разделяется на верхнюю и нижнюю, — появляется листовая пластинка и

листовое влагалище.

Рост листа происходит за счёт деления клеток базальной интеркаляр-

ной меристемы [96]. Зачаток листа образуется внутри влагалища предыду-

щего, более старшего, листа (рис. 1.4). По мере роста зачатка его интер-

калярная меристема разделяется на верхнюю и нижнюю интеркалярные

меристемы. Нижняя меристема образует клетки для листового влагали-

ща, а верхняя меристема — для листовой пластинки. Верхняя меристема в

конечном итоге дифференцируется в листовой воротничок — место соеди-

нения листового влагалища и листовой пластинки.
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Рис. 1.4. Стадии развития зачатка листа пшеницы (рисунок из книги [197]).

Процесс развития листьев варьируется в зависимости от вида расте-

ния. У однодольных растений рост и деление клеток во время развития

листа, как правило, происходит преимущественно в одном направлении.

Клональный анализ показывает, что потомки одной клетки расположены

в одном ряду параллельно центральной жилке [138], так что все клетки ря-

да имеют общего предка в меристеме. Зона активного роста тканей листа

находится у его основания на расстоянии от 2 до 8 см от точки прикреп-

ления листа к стеблю (данные для плевела [167], пшеницы [23] и кукурузы

[24]), причём собственно деление клеток происходит лишь на небольшом

участке (от 5 до 25 мм для пшеницы и кукурузы [23, 24]). Кроме соб-

ственно меристемы, где происходит деление клеток, зона роста содержит

зону, в которой клетки быстро растут за счёт растяжения. На листе ку-

курузы показано [123], что переход между зоной роста делением и зоной

роста растяжением определяется распределением концентраций фитогор-

монов (рис. 1.5).

В листьях однодольных широко используются кинетические методи-

ки для изучения вопросов о координации деления и растяжения клеток в
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ответ на факторы окружающей среды [23, 112]. В итоге было показано,

что (1) производство клеток в листовой меристемы имеет решающее зна-

чение в объяснении количественных различий в темпах роста как за счет

генетической изменчивости, так и экологических факторов, (2) существует

возможность оценки параметров деление клеток в неповрежденных мери-

стемах листьев для разных видов однодольных; (3) для понимания меха-

низмов роста важно интегрировать данные о растяжении клеток с данными

о делении клеток и данными о параметрах клеточного цикла.

Рис. 1.5. Распределение концентраций фитогормонов вдоль листа кукуру-

зы. Пунктиром обозначены границы между зонами роста делением (DZ)

и растяжением (EZ) и зоной зрелых клеток (MZ). A. Лист кукурузы, Б-

Г распределение концентраций фитогормонов (рисунок из работы [123]).

1.1.2. Формирование пространственного паттерна клеток эпи-

дермиса листа

Эпидермис листа пшеницы состоит из разных типов клеток [22]. Ря-

ды клеток разных типов (рис. 1.6) образуют регулярный паттерн, который
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тесно связан с расположением жилок в мезофилле. Между двумя сосед-

ними жилками, как правило, расположены два ряда с устьицами, которые

состоят из устьичных комплексов (замыкающие клетки и связанные с ни-

ми вспомогательные клетки, отмечены символом st), перемежающиеся с

межустьичными клетками (отмечены символом i). Рядом с этими рядами

расположены ряды более широких «сестринских клеток» (отмечены сим-

волом s) которые называются так потому, что они являются дочерними

от одних и тех же «материнских клеток», что и вспомогательные клетки

устьиц. Два внутренних ряда сестринских клеток, расположенные между

двумя соседними рядами устьиц, разделены несколькими рядами неспециа-

лизированных, длинных и узких «вытянутых» клеток (отмечены символом

e). Один-два ряда клеток, расположенные над жилкой состоят из склерен-

химных клеток. Клетки-трихомы (отмечены символом t) могут быть рас-

положены в рядах сестринских клеток и/или в рядах вытянутых клеток.

Рис. 1.6. Строение эпидермиса листа пшеницы (сорт Родина). Символы

означают разные типы клеток: e — длинные неспециализированные клет-

ки, st — устьица, i — межустьичные клетки, s — сестринские клетки, t —

клетки-трихомы. Индекс t используется для клеток, ассоциированных с

трихомами (изображение получено А.В. Дорошковым, и обработано авто-

ром диссертации в системе Avizo).

Трихомы — клетки эпидермиса, образующие опушение на поверхност-

ных органах растений (рис. 1.7, 1.8 ). Морфология трихом разнообразна:

24



Рис. 1.7. Паттерн клеток-трихом на листе пшеницы. Флуоресцентная мик-

рофотография поверхности листа пшеницы, масштаб 500 мкм (рисунок из

статьи [66])

встречаются одноклеточные и многоклеточные волоски, ветвистые и про-

стые, одревесневшие и живые (физиологически активные) [9]. Трихомы

пшеницы представляют собой неразветвлённые одноклеточные выросты

(рис. 1.7). Их размер составляет от нескольких микрометров до милли-

метров в длину. Трихомы помогают в защите от вредителей (например по-

казано, что насекомые задерживаются трихомами бобовых [181]), влияют

на формирование микроклимата вблизи поверхности листовой пластинки.

В работе [204] выдвинуто предположение о том, что трихомы функциони-

руют как части биомеханической системы растений и служат в качестве

дополнительного резервуара гидростатического давления.

Изучение механизма формирования паттерна клеток-трихом пред-

ставляет большой интерес с точки зрения оценки вклада генетических и

структурных факторов в процессы морфогенеза [203]. В настоящее вре-

мя генетические основы механизма формирования опушения листа пше-

ницы изучены слабо [54]. Однако некоторые общие закономерности мор-

фогенеза трихом являются общими для растений разных видов. На осно-

ве наблюдений за фенотипическими проявлениями мутаций клеток-трихом
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Рис. 1.8. Апикальная меристема побега табака с четырьмя зачатками

листьев (изображение сканирующего электронного микроскопа, масштаб

100 мкм). На изображении хорошо видны трихомы, которые развиваются

на поверхности молодых зачатков листьев ещё до начала формирования

собственно листовой пластинки (рисунок из статьи [139])

на листе арабидопсиса была построена концептуальная схема отношений

между некоторыми генами [163]. В частности было показано, что в ре-

гуляции инициации трихом в ключевую роль играет инициаторный ком-

плекс, состоящий из белков TTG1 (TRANSPARENT TESTA GLABRA1),

GL1 (GLABRA1) и GL3 (GLABRA3). Этот комплекс вызывает наработ-

ку белка GL2 (GLABRA2), запускающего каскад генов, вызывающих раз-

витие трихомы в той клетке, в которой они экспрессируются. Также, од-

новременно с этим происходит запуск генов TRY (TRIPTYCHON), TCL1

(TRICHOMLESS1), TCL2 (TRICHOMLESS2), ETC2, осуществляющих ин-

гибирование наработки белка GL2. Продукты этих генов способны транс-

портироваться в соседние клетки, ингибируя в них образование в них три-

хом. Таким образом, реализуется механизм латерального ингибирования,

обеспечивающий равномерное распределение трихом по эпидермису с опре-

делённой плотностью [104].

С другой стороны благодаря своему расположению клетки-трихомы

удобны для наблюдения. В то же время разработаны эффективные тех-
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нологии морфометрии этих клеток [66], что позволяет оценивать их коли-

чественные морфометрические параметры и использовать эти данные для

верификации компьютерных моделей.

1.1.3. Механические аспекты роста растительных клеток и тка-

ней

Координированный рост и пролиферация клеток, как основа роста

и формообразования ткани, является предметом интенсивных исследова-

ний [93, 37, 158, 57]. В частности, показано, что механические напряжения

и деформации, возникающие за счет неравномерного роста разных обла-

стей ткани, могут быть регуляторными сигналами для дифференциальной

активности генов, и влияют на рост, пролиферацию и дифференцировку

клеток [186, 124, 175, 88, 58].

Рост и пролиферация клеток в растительной ткани изучаются экс-

периментально и теоретически [187, 91]. Для моделирования роста ткани

используются модификации модели Хонды, в которой морфодинамика тка-

ни моделируется движением вершин многоугольников в потенциале обоб-

щенных сил, включающих механические напряжения границ клеток, их

объемов, и других параметров [82, 114, 77]. В работах с использованием та-

ких моделей, например, показано, что механические напряжения в ткани

влияют на потоки ауксинов [77, 122]. В свою очередь, в ряде работ пока-

зано, что диффузионные потоки морфогенов могут так регулировать рост

и пролиферацию клеток, что при определенном соотношении параметров

поддерживаются пространственные паттерны концентраций морфогенов,

необходимые для функционирования ткани [43, 202, 7]. Однако вопрос о

контурах регуляции роста клеток в ткани остается предметом исследова-

ний [16]. Не ясно, например, как клетка должна регулировать свой рост в

зависимости от механического напряжения в том месте ткани, где данная

клетка находится.
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Характерной особенностью растительной ткани является симпласт-

ный рост [143], при котором клетки не сдвигаются друг относительно дру-

га, и топология ткани изменяется только в результате деления клеток. На

тканевом уровне механические напряжения возникает как следствие кол-

лективного «поведения» клеток во время роста ткани [184, 161]. Поскольку

клеточные стенки всех клеток в ткани склеены между собой, различные

скорости и/или направления роста нескольких соседних клеток или со-

седних слоев клеток могут вызывать сильные механические напряжения,

которые при отсутствии локальной координации роста клеток могут при-

вести даже к разрушению ткани или остановке роста органа [111, 188].

Ещё в XIX веке было отмечено, что механические напряжения в ткани

возникают из-за различия в скорости роста между соседними клетками.

Немецкий ботаник Грегор Краус, вырезав кусочек стебля подсолнечника,

заметил, что внутренние ткани стебля продолжали увеличиваться, а внеш-

ние, наоборот, сократились, что свидетельствует о том, что эпидермальный

слой, как правило, находится в растянутом состоянии [102]. На протяже-

нии последующих лет было проведён ряд экспериментов, показавших, что

биомеханика является важным аспектом в регуляции морфогенеза расте-

ний [169, 29]. Однако этот вопрос всё ещё не решён до конца, в частности,

из-за сложности экспериментальных методов измерения механических па-

раметров роста клеток и тканей [189]. В настоящее время вопрос о био-

физической регуляции морфогенеза растений находит отражение в ряде

междисциплинарных исследований, задача которых прояснить, каким об-

разом механические силы, вызванные ростовыми процессами, могут вли-

ять на конкретные аспекты развития растений. Эти исследования также

дают представление о том, каким образом биомеханика связана с биохи-

мической регуляцией [12]. Наибольший интерес исследователей вызывают

эксперименты, которые позволяют явно показать, что морфогенез являет-

ся результатом взаимодействия между биофизическими и биохимическими

сигналами [184]. Характерным примером является формирование филло-
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таксиса [125].

Рис. 1.9. Схема строения растительной клеточной стенки (рисунок из ста-

тьи [176]).

Для того, чтобы понять, какова роль биомеханики в развитии расте-

ния, в первую очередь нужно сказать об основных свойствах растительной

клетки. Клеточная стенка растительной клетки сохраняет её форму, прида-

ёт прочность и защищает протопласт — содержимое клетки. У некоторых

растений клеточные стенки способны к одревеснению, образуя своеобраз-

ный скелет растения, выполняющий опорную функцию. Основу клеточ-

ной стенки составляют высокополимерные углеводы, молекулы целлюло-

зы собраны в сложные пучки (фибриллы), образующие каркас клеточной

оболочки (рис. 1.9). Поэтому анизотропия микрофибрилла (микроволокон)

является главным фактором определяющим направление роста [41]. Этот

каркас погружён в матрикс, который состоит из гемицеллюлозы и пек-

тинов. Увеличение размеров растительной клетки является результатом

противодействия между тургорным давлением внутри клетки и жёсткой,

но деформируемой клеточной стенкой. Тургорное давление в клетке мо-

жет в десять раз превышать атмосферное, вызывая сильное механическое

напряжение в клеточной стенке. Рост клеточной стенки происходит, когда
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механическое напряжение превышает определённый порог в результате че-

го элементы матрикса разрушаются и стенка увеличивается (пластическая

деформация) за счёт постоянного синтеза и вставок нового материала кле-

точной стенки. Ориентация новых целлюлозных волокон находится под

контролем цитоскелета, и экспериментально показано, что микротрубочки

непосредственно участвуют в процессе синтеза целлюлозы [135, 75]. Ско-

рость роста клеточной стенки зависит от уровня порога, выше которого

начинается пластическая деформация, а также от динамики процесса раз-

рушения / вставки элементов клеточной стенки [17]. Такая перестройка

клеточного матрикса является результатом интенсивной и регулируемой

молекулярной работы многочисленных энзимов, которые кодируются боль-

шим семейством генов.

Таким образом, клеточная стенка играет центральную роль в контро-

ле паттернов роста, потому что она интегрирует и механический и генети-

ческий фактор контроля морфогенеза. Основными источниками экспери-

ментальных данных о механических свойствах клеточной стенки в настоя-

щее время служат методы обработки изображений, позволяющие измерять

параметры роста клеток, и методы исследования эластичности клеточной

стенки с применением атомно-силового микроскопа [47, 192, 117, 60]. В

связи со сложностью технологий, позволяющих проводить измерения био-

механических параметров in planta, большую роль в изучении вопроса о

влияния механики на развитие растений играют теоретические исследова-

ния и моделирование.

Биофизические уравнения, описывающие механику клеточной

стенки и рост растяжением

Модель Локхарта.

Рост клеток водорослей, грибов и растений (т.е. тех, у которых есть

клеточная стенка) является результатом взаимодействия биохимических и
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биофизических процессов [130]. С физической точки зрения рост клеток

всех эти эволюционно далёких друг от друга организмов можно рассмат-

ривать единым образом, как постоянное увеличение объема клеток. Кле-

точная стенка должна увеличивать площадь поверхности, 𝐴𝑐𝑤, и объем, 𝑉𝑐𝑤

(𝑉𝑐𝑤 = 𝐴𝑐𝑤 · 𝜏𝑐𝑤, где 𝜏𝑐𝑤 — толщина клеточной стенки), так как объем ка-

меры, окруженный клеточной стенкой, 𝑉𝑐𝑤𝑐, должен быть равным объему

содержимого клетки, 𝑉𝑐𝑐 , которое находится внутри клеточной камеры.

Хотя 𝑉𝑐𝑤 не обязательно меняется с той же скоростью, как 𝐴𝑐𝑤 на раз-

личных этапах развития клетки [48], в большинстве случаев зависимость

между этими параметрами линейная.

В процессе роста скорость изменения объёма содержимого клетки

примерно совпадает со скоростью изменения объёма воды, т.е. 𝑑𝑉𝑐𝑐

𝑑𝑡 ≈ 𝑑𝑉𝑤

𝑑𝑡 .

Синтез и накопление осмолитов внутри клеточной мембраны вызывает ос-

мотическое давление, которое заставляет воду поступать из внеклеточной

среды внутрь клетки. Движущая сила для потока воды обычно вычисля-

ется как разность между осмотическим давлением внутри клетки (𝜋𝑖) и

осмотическим давлением вне клетки (𝜋𝑜), т.е. ∆𝜋 = 𝜋𝑖 − 𝜋𝑜. Поток воды

увеличивает объём содержимого клетки и объём клеточной камеры. Из-за

того, что клеточная стенка сопротивляется растяжению (т.е., растягива-

ется упруго), увеличение объёма содержимого клетки ведёт к увеличению

внутреннего гидростатического давления (𝑃𝑖). Как только 𝑃𝑖 становится

больше внешнего давления (𝑃𝑜), вода начинает выходить из клетки. Ве-

личина 𝑃 = 𝑃𝑖 − 𝑃𝑜 называется тургорным давлением. Результирующее

поступление воды в клетку есть разница между потоком внутрь клетки

(пропорциональным ∆𝜋) и потоком наружу (пропорциональным 𝑃 ), т.е.,

пропорционально ∆𝜋 − 𝑃 . Тургорное давление 𝑃 вызывает напряжение в

клеточной стенке. В ответ на это напряжение клеточная стенка растягива-

ется (деформируется) и увеличивает площадь поверхности. В результате

добавления нового материала в клеточную стенку изменяется её толщина,

𝜏𝑐𝑤, и увеличивается объём 𝑉𝑐𝑤. Механическое поведение клеточной стенки
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(ее деформация) зависит от её механических свойств и «биологического

состояния», которое определяется экспрессией генов, ответственных за пе-

рестройку клеточной стенки.

Уравнения, связывающие рост растительных клеток со скоростью по-

глощения воды и ростом клеточной стенки, впервые были опубликованы в

работе Локхарта [110]:

1

𝑉𝑤

𝑑𝑉𝑤

𝑑𝑡
= 𝐿𝑝𝑟(∆𝜋 − 𝑃 ), (1.1)

1

𝑉𝑐𝑤𝑐

𝑑𝑉𝑐𝑤𝑐

𝑑𝑡
= 𝜑(𝑃 − 𝑃𝑐), (1.2)

𝑃 =
𝐿𝑝𝑟∆𝜋 + 𝜑𝑃𝑐

𝜑− 𝐿𝑝𝑟
, (1.3)

Уравнение 1.1 связывает относительную скорость изменения объёма воды

в клетке со скорость поглощения воды, здесь 𝐿𝑝𝑟 = 𝐿𝑝𝐴𝑚/𝑉𝑤 — относи-

тельная гидравлическая проводимость. Уравнение 1.2 связывает относи-

тельную скорость изменения объёма клеточной камеры и скорость (необ-

ратимого) пластического растяжения клеточной стенки (собственно рост),

здесь 𝜑 — коэффициент растяжимости клеточной стенки, 𝑃𝑐 — Пороговое

значение тургорного давления, при котором начинается рост. Последнее

соотношение 1.3 определяет тургорное давление, когда рост объема содер-

жимого клетки за счет поступления воды равен росту клеточной камеры

за счет её пластического растяжения.

Модель Ортеги.

Уравнения роста (1.1) – (1.3) описывают рост клетки при постоянном

тургорном давлении. Для того чтобы моделировать рост в более общем

случае уравнения Локхарта были дополнены слагаемыми, учитывающими

изменяющееся тургорное давление (в результате обратимой упругой де-

формации) и транспирацию:
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1

𝑉𝑐𝑤𝑐

𝑑𝑉𝑐𝑤𝑐

𝑑𝑡
= 𝜑(𝑃 − 𝑃𝑐) +

1

𝜖

𝑑𝑃

𝑑𝑡
, (1.4)

1

𝑉𝑤

𝑑𝑉𝑤

𝑑𝑡
= 𝐿𝑝𝑟(∆𝜋 − 𝑃 ) − 1

𝑉𝑤

(︂
𝑑𝑇

𝑑𝑡

)︂
𝑤

, (1.5)

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 𝜖

(︂
𝐿𝑝𝑟(∆𝜋 − 𝑃 ) − 1

𝑉𝑤

(︂
𝑑𝑇

𝑑𝑡

)︂
𝑤

− 𝜑(𝑃 − 𝑃𝑐)

)︂
. (1.6)

Модель Ортеги [131] (1.4) – (1.6) использовались для анализа и ин-

терпретации экспериментов по росту клеток на коротких временных ин-

тервалов (от минут до часов): для клеток водорослей [144, 145], клеток

грибов [132] и органов растений [45]. Позднее применение уравнений было

расширено до более длинных временных интервалов (дней) [107].

1.2. Компьютерное моделирование морфодинамики раститель-

ных тканей

1.2.1. Развивающиеся организмы — динамические системы с ди-

намической структурой

Выяснение механизмов, которые управляют ростом и развитием ор-

ганизмов, является одной из интереснейших задач биологии. Одним из ме-

тодов изучения этих явлений является построение формализованных мо-

делей явления, которые должны помочь выяснить взаимную согласован-

ность представлений об отдельных процессах, и их соответствие экспери-

ментальным данным. Отличительной чертой изучаемых систем в биологии

является изменчивость структуры при условии сохранения определенных

обобщенных структурных особенностей — структурных инвариантов. В ре-

зультате, наряду с динамикой переменных состояния системы требуется

моделировать динамику её структуры, что приводит к задачам математи-

ческого моделирования динамических систем с динамической структурой.

В некотором приближении состояние каждой клетки в ткани можно

охарактеризовать уровнем экспрессии определенного набора генов — эти
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показатели будут являться переменными состояния каждой клетки и, в

целом, ткани. Описание в этих переменных функционирующей во време-

ни ткани, изменяющей свое состояние под воздействием внешних и / или

внутренних причин, дает нам пример динамической системы. Естествен-

но представить ткань как систему, структура которой определяется набо-

ром клеток-подсистем, между которыми имеются определенные связи (на-

пример, потоки сигналов между соседними клетками). В результате роста

и деления клеток клеточное строение ткани меняется — меняется сосед-

ство клеток, и, следовательно, изменяются потоки сигналов между ними.

С абстрактной точки зрения это пример динамической структуры систе-

мы. Динамическая структура системы вносит дополнительную сложность

при моделировании, так как мы вынуждены учитывать структурные из-

менения системы в процессе моделирования (и соответственно изменять

систему дифференциальных уравнений).

Для моделирования таких систем известно несколько фор-

мализмов и их реализаций в виде компьютерных программ, на-

пример, различные варианты L-систем [108, 148, 147], стохастиче-

ские параметризованные грамматики [119], реализованные в пакете

Plenum (http://computableplant.ics.uci.edu/ guy/Plenum.html), клеточ-

ная модель Поттса [70], реализованная в пакете CompuСell3D [85]

(http://www.compucell3d.org/). Первые два формализма, в отличие от

третьего, не имеют заранее определённой пространственной структу-

ры. Основное отличие L-систем от стохастических параметризованных

грамматик состоит в том, что в первом формализме состояние системы

описывается упорядоченным массивом, а во втором — неупорядоченным.
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1.2.2. Формализмы для описания динамических систем с дина-

мической структурой

L-системы

Системы Линденмайера (Lindenmayer systems), L-системы, были

предложены венгерским биологом Аристидом Линденмайером в 1968 году

в работе [108] в качестве формализма для моделирования развития мно-

гоклеточных организмов, образующих линейные и ветвящиеся филаменты

(то есть очень тонкие нитевидные структуры) [148].

Главная идея L-систем — параллельное переписывание строки из мо-

дулей, представляющих структуру растения. Если переписывание каждо-

го модуля происходит независимо от соседних, то такая L-система назы-

вается контекстно-свободной L-системой и обозначается «0L-система» (0

в этом обозначении показывает, что длина контекста равна нулю), ина-

че L-система называется контекстно-зависимой. Для того, чтобы привести

определения некоторых классов L-систем введём следующие обозначения.

Пусть 𝐴 — произвольный алфавит (т.е. множества символов) обозначим

𝐴* — множество всех, в том числе пустых, слов над 𝐴 (т.е. строк, состав-

ленных из символов алфавита), 𝐴+ — множество всех непустых слов над

𝐴.

Контекстно-свободной L-системой (0L-системой) называется упо-

рядоченная тройка 𝐺 = ⟨𝐴, 𝜔, 𝑃 ⟩, где 𝐴 — алфавит системы, 𝜔 ∈ 𝐴+ —

непустое слово, называемое аксиомой, а 𝑃 ∈ 𝐴 × 𝐴* — конечное множе-

ство правил. Правило (𝑎, 𝑢) ∈ 𝑃 записывается в виде 𝑎 → 𝑢. Символ 𝑎

называется предшественником, 𝑢 — последователем в этом правиле. Пред-

полагается, что для каждого символа 𝑎 ∈ 𝐴 существует как минимум одно

слово, такое что правило 𝑎 → 𝑢 принадлежит 𝑃 . Если специальное правило

для предшественника 𝑎 не определено, то предполагается, что множеству

𝑃 принадлежит тождественное правило 𝑎 → 𝑎 [148]. L-система называет-

ся детерминированной (обозначение D0L-система), если и только если для
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каждого 𝑎 ∈ 𝐴 существует в точности одно слово 𝑢 ∈ 𝐴*, такое что 𝑎 → 𝑢

принадлежит 𝑃 , иначе L-система называется недетерминированной.

Пусть 𝐺 — L-система, определённая выше, а 𝜇 = 𝑎1...𝑎𝑛 — слово

из 𝑛 символов 𝑎𝑖 алфавита 𝐴. Если существуют слова 𝜒1, ..., 𝜒𝑛 ∈ 𝐴*

такие, что правило 𝑎𝑖 → 𝜒𝑖 ∈ 𝑃 , тогда в L-системе 𝐺 существует пря-

мой переход 𝜇
𝐺⇒ 𝑣 от слова 𝜇 к слову 𝑣 = 𝜒1, ..., 𝜒𝑛. Обозначим

𝐺

⇒*

рефлексивное и транзитивное замыкание оператора 𝐺⇒, тогда язык L-

системы 𝐺, определяется как множество всех слов, которые можно выве-

сти из аксиомы за конечное множество прямых переходов, и обозначается

𝐿(𝐺) =

{︂
𝑣 ∈ 𝐴*|𝛼

𝐺

⇒* 𝑣

}︂
.

Интерпретация строки, полученной в результате работы L-системы,

зависит от биологической задачи. В простейшем случае слово из 𝐿(𝐺) мо-

жет интерпретироваться как линейная последовательность структурных

элементов объекта моделирования. Для описания более сложной тополо-

гии, например, ветвящихся структур, в алфавит L-системы добавляют

новые служебные символы: «[» и «]» — для обозначения начала и конца

ветви, соответственно, «+» и «−» — для обозначения стороны, с которой

новая ветвь крепится к материнской. Ветвь «крепится» к символу, за кото-

рым непосредственно следует «[». Ветви могут быть многократно вложены

друг в друга: на каждой из ветвей может быть несколько подветвей, кото-

рые также имеют свои ответвления и так далее. Сразу заметим, что введён-

ные новые символы не определяют, под каким углом к исходной оси будет

располагаться новая ветвь. И конечный результат во многом зависит от

того, как мы будем интерпретировать полученную итоговую строку. Мож-

но, например, использовать для интерпретации «черепашью» графику —

в этом случае мы будем получать двумерные изображения. Можно ввести

другую интерпретацию и сразу после символа начала ветви добавлять зна-

чение угла, под которым эта ветвь будет располагаться по отношению к

материнской ветви.

Ввиду дискретной природы L-систем, непрерывный рост структурной
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единицы моделируемого растения (модуля) в промежутках между приме-

нениями правил не описывается моделью, то есть мы получаем картину

через определённые временные интервалы. Однако, если формализовать

процесс морфодинамики растительной ткани в виде динамической систе-

мы с динамической структурой, то мы получим два разные по своей приро-

де процесса: изменение признаков модулей (концентрация веществ, размер

и т.п.) и изменение структуры (число и тип модулей). Для моделирова-

ния таких систем была разработана модификация, называемая парамет-

ризованной L-системой: дополнительно с модулем связан вектор парамет-

ров, которые вместе с символом, обычно обозначающим тип, характеризу-

ют состояние модуля. Существенной особенностью параметризованной L-

системы является то, что правила переписывания цепочки символов, кото-

рые моделируют изменение структуры системы (динамическая структура),

срабатывают только при выполнении определенных условий на параметры

символов (переменные состояния). Параметризованная L-система «работа-

ет» на параметризованных словах.

Параметризованное слово — это строка, составленная из модулей,

каждый из которых содержит букву и связанные с ней параметры. Бук-

ва принадлежат алфавиту 𝐴, параметры — множеству R. Модуль, соот-

ветствующий букве 𝑄 ∈ 𝐴 и параметрам 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛 ∈ R обозначается

𝑄(𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛). Каждый модуль принадлежит множеству 𝑀 = 𝐴 × R*,

где R* — множество всех конечных последовательностей параметров.

Множество всех строк из модулей и множество всех непустых строк

обозначаются соответственно 𝑀 * = (𝐴×R*)* и 𝑀+ = (𝐴×R*)+. Веще-

ственнозначные реальные параметры, появляющиеся в словах, связаны с

формальными параметрами, используемыми в описании правил L-системы.

Пусть Σ — множество формальных параметров, тогда 𝐶(Σ) — логическое

выражение с параметрами из Σ, 𝐸(Σ) — арифметическое выражение с па-

раметрами из этого же множества. Выражения обоих типов состоят из фор-

мальных параметров и числовых констант, соединенных с помощью ариф-
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метических операторов +,−,×,÷, оператора степени, операторов отноше-

ния <,>,=, логических операторов !,&, | (не, и, или) и круглых скобок

(, ).

Параметризованная OL-система — это упорядоченная четвёрка 𝐺 =

⟨𝐴,Σ, 𝜔, 𝑃 ⟩, где 𝐴 — алфавит системы; Σ — множество формальных па-

раметров; 𝜔 ∈ (𝐴×R*)+ — непустое параметрическое слово, называемое

аксиомой; 𝑃 ⊂ (𝐴× Σ*) × 𝐶(Σ) × (𝐴× 𝐸(Σ))* — конечный набор правил.

В статье [147] вводится математический аппарат для моделирования

растений, ключевая концепция которого состоит в интеграции дискретно-

го и непрерывного аспектов поведения модели в единый формализм, на-

зываемый дифференциальные L-системы (dL-системы). В данной модели

правила L-системы выражают качественное изменение модели (например,

деление клетки или появление новой ветви), а дифференциальные уравне-

ния описывают непрерывные процессы (например, рост клетки, диффузию

веществ в клеточном ансамбле или постепенное удлинение междоузлий).

Дифференциальные L-системы являются разновидностью парамет-

ризованных L-систем. Вместо дискретных шагов вывода вводится непре-

рывное течение времени. Пока параметр 𝑤 модуля 𝐵(𝑤) остаётся в области

определения допустимых значений 𝐷𝐵, модель развивается как непрерыв-

ная. Как только значения параметров достигают границы 𝐶𝐵 области 𝐷𝐵,

правило заменяет модуль 𝐵(𝑤) его потомком. Это событие происходит дис-

кретно. Выбор правила может зависеть от того, какой сегмент границы был

пересечен (рис. 1.10).

Дифференциальная L-система (dL-система) определяется начальной

строкой 𝜇0, состоящей из модулей и спецификаций каждого типа модулей,

используемых в системе.

Спецификация модуля типа 𝐵 — это упорядоченная четвёрка

⟨𝐷𝐵, 𝐶𝐵, 𝑓𝐵, 𝑃𝐵⟩, где: открытое множество 𝐷𝐵 — область определения до-

пустимых значений параметров модуля типа 𝐵; 𝐶𝐵 = 𝐶𝐵1
∪𝐶𝐵2

∪ . . . 𝐶𝐵𝑚
—

граница 𝐷𝐵, состоящая из непересекающихся сегментов 𝐶𝐵1
, 𝐶𝐵2

, . . . , 𝐶𝐵𝑚
;
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Рис. 1.10. Схематичное изображение процесса функционирования dL-

системы (см. пояснение в тексте)

функция 𝑓𝐵 определяет систему дифференциальных уравнений, описы-

вающую условия поведения модуля типа 𝐵 в области допустимых зна-

чений параметров 𝐷𝐵; набор правил 𝑃𝐵 = {𝑝𝐵1
, 𝑝𝐵2

, . . . 𝑝𝐵𝑚
}, опреде-

ляющий дискретное поведение модуля типа 𝐵. Правило 𝑝𝐵𝑘
применяет-

ся, когда параметры модуля 𝑀 типа 𝐵 достигают сегмента 𝐶𝐵𝑘
грани-

цы 𝐶𝐵. В этот момент модуль 𝑀 исчезает, а вместо него появляются

ноль, один или несколько модулей-потомков. Функция ℎ𝐵𝑘,𝑗
, входящая в

состав правила 𝑝𝐵𝑘
, определяет начальные значения параметров модулей-

последователей (рис. 1.10).

Первоначально L-системы были предложены для описания процессов

развития. Однако вскоре они стали использоваться в качестве формаль-

ной основы для конструирования программ и языков для моделирования.

Для реализации моделей, основанных на L-системах созданы специальные

языки программирования и «надстройки» для существующих широко ис-

пользуемых языков программирования, например, на для языка C++ со-
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здан язык L+C (L+C modeling language) [95], для языка Java — язык XL

(eXtended L-system language) [100], для языка Python — язык L-Py [30]. Воз-

можность использования одной и той же программы на основе L-систем,

с разными начальными данными для моделирования разных структур и

процессов является одним из ключевых достоинств L-систем в моделиро-

вании. Например, в работе [19] L-системы использовались для описания

механизма формирования паттерна устьиц на листе. Формализм L-систем

настолько универсален, что с успехом используется для разных областей,

которые, на первый взгляд, далеки от биологии. Интересна музыкальная

интерпретация L-систем, представленная в работе [199].

Стохастические параметризованные грамматики

Стохастические параметризованные грамматики (СПГ) и их обобще-

ния (динамические грамматики) описывают модели, основанные на дина-

мических системах, включая так же модели с динамической структурой, то

есть модели, где число объектов и их взаимоотношения друг с другом опре-

деляется динамически. Формальное описание этого языка моделирования,

основанного на наборе правил вывода приведено в статье [119].

Определение синтаксиса. Рассмотрим правило вывода

𝐴1(𝑥1), 𝐴2(𝑥2), . . . , 𝐴𝑛(𝑥𝑛) → 𝐵1(𝑦1), 𝐵2(𝑦2), . . . , 𝐵𝑚(𝑦𝑚)with𝜌({𝑥𝑖}, {𝑦𝑗}),

где 𝐴𝑘 и 𝐵𝑙 обозначают символы 𝜏𝑎, которые выбираются из произвольно-

го алфавита «типов» 𝑇 = {𝜏𝑎|𝑎 ∈ 𝐴}. Кроме того, эти типовые символы

содержат выражения для параметров 𝑥𝑖 или 𝑦𝑗, принадлежащих базовому

языку 𝐿𝑃 (𝑖). Символы 𝐴 и 𝐵 могут появляться в любом порядке. Различ-

ные символы 𝐴 и 𝐵 в правиле могут обозначать один и тот же символ

алфавита 𝜏𝑎 с эквивалентными или неэквивалентными значениями пара-

метров 𝑥𝑖 или 𝑦𝑗. 𝜌 — это неотрицательная функция, записанная с помощью

выражений базового языка 𝐿𝑃 (𝑖). 𝜌 — это элемент векторного простран-

ства 𝐹 вещественнозначных функций. Неформально 𝜌 интерпретируется
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как неотрицательный вероятностный показатель: независимая вероятность

в единицу времени такую, что любая возможная реализация правила сра-

ботает, если его левая часть остаётся непрерывной в течение небольшого

промежутка времени.

СПГ состоит из набора таких правил с общим алфавитом типов 𝑇 ,

основанном на множестве пространств 𝐷, типа спецификации 𝜎, и языка

вероятностной меры 𝐿. Необязательные параметры Γ: общий «заголовок

правил» (𝐿𝐻𝑆 → 𝑅𝐻𝑆 перед каждым конкретным правилом), который

определяет какие конкретно термы будут входом и выходом.

Динамические грамматики — это обобщение стохастических пара-

метризованных грамматик. Они включают правила с оператором реше-

ния дифференциальные уравнений 𝑠𝑜𝑙𝑣𝑖𝑛𝑔. Такие операторы используют-

ся для того чтобы включить в динамическую грамматику обыкновенные

дифференциальные уравнения, дифференциальные уравнения в частных

производных или стохастические дифференциальные уравнения, аналогич-

но дифференциальным L-системам. Их семантика определена в терминах

семантики грамматик, содержащих оператор 𝑤𝑖𝑡ℎ. Таким образом, дина-

мические грамматики могут описывать очень общий класс динамических

систем.

Группа учёных под руководством Э. Мйолснесса разработала пакет

Plenum для системы Mathematica, в котором реализован интерпретатор

для синтаксиса стохастических параметризованных грамматик. Этот пакет

использовался в качестве инструмента для реализации модели развития

корня [118].

1.2.3. Методы моделирования морфодинамики ткани

Модели динамики вершин

В двумерном случае в рамках модели динамики вершин каждая клет-

ка ткани представляется в виде многоугольника, вершины и рёбра которого
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являются общими у двух соседних клеток. При таком представлении ткани

между клетками не может быть пустот, поэтому в рамках модели динамики

вершин удобно представлять растительную ткань или плотно упакованную

эпителиальную ткань животных. Модели динамики вершин берут начало

из работ Хонды и соавторов [81], использовавших для построения полиго-

нального разбиения области разбиение Вороного. Морфодинамика ткани

моделируется перемещением вершин многоугольников под действием сил,

для описания которых предложены разные способы [61, 62]. Сила F𝑖, дей-

ствующая на вершину 𝑖 с радиус-вектором R𝑖, может быть выписана в

явном виде (как, например, в работах [194, 193]), либо через обобщённый

потенциал энергии 𝐸 (как, например, в работах [59, 121]):

F𝑖 = − 𝜕𝐸

𝜕R𝑖
(1.7)

Функция энергии может учитывать много факторов, однако чаще все-

го она учитывает упругую объёмную энергию и поверхностную энергию:

𝐸(R𝑖) =
∑︁
𝛼

𝐾𝛼(𝐴𝛼 − 𝐴0
𝛼)2 +

∑︁
<𝑖,𝑗>

Λ𝑖𝑗𝑙𝑖𝑗, (1.8)

где 𝐴𝛼 и 𝐴0
𝛼 — текущая и релаксированная площадь клетки 𝛼, 𝐾𝛼 — ко-

эффициент объёмной энергии, 𝑙𝑖𝑗 — длина ребра между вершинами 𝑖 и 𝑗,

Λ𝑖𝑗 — коэффициент поверхностной энергии, в первом слагаемом суммиро-

вание ведётся по всем клеткам 𝛼, которые имеют вершину 𝑖; во втором

слагаемом — по всем рёбрам 𝑗, которые являются смежными с вершиной 𝑖.

Клеточная модель Поттса

Клеточная модель Поттса (Cellular Potts model) [70, 68] — форма-

лизм, определённый на пространственной решётке, для изучения морфо-

генеза биологических тканей на клеточном уровне. Идейно Клеточная мо-

дель Поттса происходит от модели Изинга [84], предназначенной для опи-

сания процесса намагничивания материала, и от модели Поттса [141], в
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рамках которой описывают фазовый переход в ферромагнитных материа-

лах.

Формально эволюция состояния системы в рамках клеточной мо-

дели Поттса определяется марковским случайным процессом. Ключевым

элементом модели является пространственная решётка, в каждой ячейке

𝑥 которой записано значение индекса клетки — целочисленное значение

𝜎(𝑥). Клетки представляют связные множества ячеек решётки с одина-

ковыми значениями индекса (для ячеек, представляющих внеклеточную

среду обычно задают значение индекса равное нулю). Ключевой особенно-

стью клеточной модели Поттса, как и модели Изинга, является алгоритм

Метрополиса [116]. На каждом шаге случайно выбирается один из узлов ре-

шётки и в нем случайным образом предлагается изменить значение индек-

са таким образом, чтобы минимизировать гамильтониан функции энергии

𝐻, который вычисляется по всей решётке. В оригинальной версии модели

[70, 68] гамильтониан 𝐻 складывается из двух компонент, которые учиты-

вают сжатие клетки и межклеточную адгезию:

𝐻 = 𝐻𝑣 + 𝐻𝑎, (1.9)

𝐻𝑣 =
∑︁
𝜎

𝜆𝑣(𝑉𝜎 − 𝑉 𝑇
𝜎 )2, (1.10)

𝐻𝑎 =
∑︁

𝑥′∈𝜖(𝑥)

𝐽(𝜏(𝜎(𝑥)), 𝜏(𝜎(𝑥′))) · (1 − 𝛿(𝜎(𝑥), 𝜎(𝑥′))), (1.11)

где 𝑉𝜎 и 𝑉 𝑇
𝜎 — реальный и целевой объёмы клетки, 𝜆𝑣 — коэффициент

объёмной энергии, 𝜏 — тип клетки, 𝐽 — функция взаимодействия между

клетками разных типов, 𝛿 — дельта Кронекера, 𝜖(𝑥) — окрестность ячейки

𝑥. Таким образом, слагаемое 𝐻𝑎 не равно нулю только для ячеек, которые

находятся на межклеточных границах, причём между клетками разных

типов. Алгоритм Метрополиса применяется в этой модели следующим об-

разом: случайно выбираются две соседние ячейки 𝑥 и 𝑥′ и вычисляется
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вероятность изменить значение индекса 𝜎(𝑥′) в ячейке 𝑥′ на значение 𝜎(𝑥):

𝑝(𝜎(𝑥) → 𝑥′) =

⎧⎨⎩ 1, если ∆𝐻(𝜎(𝑥) → 𝑥′) < 0

𝑒−
Δ𝐻(𝜎(𝑥)→𝑥′)

𝑇 , иначе,
(1.12)

где параметр 𝑇 обозначает «температуру», по аналогии с моделью Изинга.

Если решётка состоит из 𝑁 ячеек, то серия из 𝑁 попыток изменить значе-

ние в ячейке составляют один шаг метода Монте-Карло. При компьютер-

ном моделировании реальных морфогенетических процессов число ячеек

решётки может быть достаточно большим, поэтому требования к памяти

и вычислительные затраты могут быть высокими. Тем не менее, как и для

многих алгоритмов, основанных на решётках, модели, построенные на ос-

нове клеточной модели Поттса можно эффективно распараллеливать [180].

На основе клеточной модели Поттса разработана система

CompuCell3D [180], в которой реализованы компьютерные модели

для изучения процессов морфогенеза (например, механизма формиро-

вания кровеносных сосудов [115], морфогенеза мочеточника почки [79],

морфогенеза крыла цыплёнка [140], сомитогенеза [78]).

Модель субклеточных элементов

В рамках модели субклеточных элементов, предложенной в рабо-

те [127], каждая клетка ткани делится на субклеточные элементы, которые

могут представлять части цитоскелета, клеточной мембраны, ядра и/или

других органелл клетки. Каждый такой элемент математически и вычис-

лительно представляется в виде частицы, которая взаимодействуют с дру-

гими частицами. Это взаимодействие учитывается с помощью с помощью

сил, полученных из потенциалов взаимодействия. В простейшем варианте

должны быть указаны два потенциала: внутриклеточный потенциал взаи-

модействия 𝑉𝑖𝑛𝑡𝑟𝑎 для взаимодействия элементов внутри отдельной клетки,

и межклеточный потенциал взаимодействия 𝑉𝑒𝑥𝑡𝑟𝑎 для взаимодействия эле-

ментов между разными клетками.
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1.2.4. Клеточно-ориентированные компьютерные системы для

моделирования растительной ткани

В большинстве живущих организмов именно клетка представляет

собой элементарный структурные и функциональные единицы жизни.

Клеточно-ориентированные модели (cell-based model) воспроизводит пове-

дение ансамбля клеток, основываясь на поведении отдельных клеток. В

качестве входных данных для клеточно-ориентированных моделей высту-

пают модели поведения отдельных клеток, наблюдаемые в эксперименте

или вытекающие из теоретических моделей одной клетки, в том числе ре-

акции клеток на сигналы, исходящие из их микроокружения. Выходными

данными таких моделей является морфогенез ткани [134]. Для формализа-

ции поведения клеток задаётся набор биологически правдоподобных пра-

вил.

В настоящее время благодаря бурному развитию вычислительных

технологий ведётся интенсивное экспериментальное и теоретическое изу-

чение механических свойств клеток и тканей и роли биомеханики как ин-

тегрирующего фактора в функционировании живых систем [190]. В част-

ности, численное моделирование стало одним из основных методов изуче-

ния механизмов, лежащих в основе регуляции динамики пространственных

паттернов в развивающихся тканях и/или органах, возникающих за счет

роста, деления и дифференцировки клеток, что отражено в многочислен-

ных обзорах [146, 149, 71, 42, 91, 89].

Пакет Cellzilla (http://cellzilla.info/) [173], разработанный в про-

граммной среде Mathematica, позволяет рассчитывать морфодинамику

плоской растительной ткани в рамках модели динамики вершин [121] с учё-

том морфогенетической регуляции. Особенностью пакета является то, что

взаимодействие между морфогенами в каждой клетке ткани описывается

в терминах химической кинетики с помощью стрелочной нотации пакета

Cellerator [172]. В этих же терминах описываются потоки веществ между
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клетками. Функции пакета позволяют по этим данным автоматически по-

строить и решить систему дифференциальных уравнений, описывающих

динамику концентраций морфогенов во всех клетках ткани. Клеточная

структура в пакете представлена списком из трёх элементов: список коор-

динат вершин, список рёбер, состоящий, из пар номеров вершин, и список

клеток, состоящий из списков номеров рёбер, принадлежащих клетке. Для

моделирования роста ткани в пакете Cellzilla осуществляется с помощью

движения вершин.

В пакете VirtualLeaf (https://code.google.com/p/virtualleaf/) [114] ре-

ализована модель динамики вершин [121], движения вершин на каждом

шаге минимизируют гамильтониан энергии алгоритмом Монте-Карло. Для

каждой клетки 𝑖 задаётся ненапряжённая площадь 𝐴𝑇 (𝑖), соответствую-

щая такому состоянию клетки, когда тургорное давление сбалансировано

с внешним давлением. Для каждого элемента клеточной стенки 𝑗 задаётся

ненапряжённая длина 𝐿𝑇 (𝑗), соответствующая длине сегмента клеточной

стенки в отсутствии тургорного давления. Фактическая площадь клетки и

фактическая длина элемента клеточной стенки обозначены 𝑎(𝑖) и 𝑙(𝑗), со-

ответственно. Равновесие между тургорным давлением и сопротивлением

клеточной стенки может быть описано в терминах обобщённой потенци-

альной энергии (гамильтониана 𝐻):

𝐻 = 𝜆𝐴

∑︁
𝑖

(𝑎(𝑖) − 𝐴𝑇 (𝑖))2 + 𝜆𝑀

∑︁
𝑗

(𝑙(𝑗) − 𝐿𝑇 (𝑗))2 ,

где суммирование ведётся, соответственно, по всем клеткам (𝑖) и по всем

элементам клеточных стенок (𝑗); 𝜆𝐴 — параметр, определяющий сопротив-

ление клетки растяжению или сжатию, 𝜆𝑀 — константа жёсткости элемен-

та клеточной стенки.

В пакете VirtualLeaf реализована, например, модель роста корня [191].
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1.2.5. Модели регуляции ниши стволовых клеток в апикальной

меристеме побега арабидопсиса

Механизмы, обеспечивающие постоянство структуры АМП, являют-

ся предметом интенсивных исследований, как экспериментальных, так и

теоретических. Результатом большой экспериментальной работы на про-

тяжении последних тридцати лет являются данные о роли отдельных ге-

нов в развитии растения. В частности, показано, что отрицательная обрат-

ная связь между генами CLV3 и WUS играет центральную роль в под-

держании структуры ниши стволовых клеток АМП A. thaliana [157, 21].

К настоящему времени разными авторами предложено несколько матема-

тических моделей регуляции ниши стволовых клеток в АМП A. thaliana

[92, 90, 201, 202, 8, 5, 7, 6, 65, 69, 80, 64, 160, 43, 14], ядром которых яв-

ляется генная сеть, описывающая взаимодействие между генами CLV3 и

WUS.

Схемы рассматриваемых в данном обзоре моделей [201, 6, 80, 43] ре-

гуляции пространственного паттерна экспрессии генов CLV3 и WUS пред-

ставлены на рис. 1.11 в единообразной форме.

Модели базируются на двух типах экспериментальных данных. Во-

первых, это данные о взаимодействии генов и их продуктов, получаемые

в молекулярно-генетических экспериментах. Другой тип эксперименталь-

ных данных — это пространственное расположение зон экспрессии генов в

АМП. Соответственно, исходные предположения, формализуемые в моде-

лях, основаны на представлениях о механизмах взаимодействия генов, при-

роде регуляторных сигналов с учетом данных молекулярно-генетических

экспериментов, и механизме распространения этих сигналов между клет-

ками. Выходные данные этих моделей — пространственное расположение

зон экспрессии генов в АМП, которое можно сравнить с экспериментально

наблюдаемым. Важным аспектом моделируемой системы является также

постоянство зон, несмотря на деление клеток в АМП.
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Рис. 1.11. Модели регуляции структуры ниши стволовых клеток АМП: схе-

мы взаимодействия (В, Е, И, М — первая колонка) и решения распреде-

ления концентраций (Г, Д, Ж, З, К, Л, Н — вторая (для гена WUS ) и

третья (для гена CLV3 ) колонки) для основных компонент моделей. (А, Б)

распределения экспрессии генов WUS (рисунок из работы [201]) и CLV3

(рисунок из работы [152]). (В, Г, Д) модель [201], (Е, Ж, З) модель [6], (И,

К, Л) модель [80] и (М, Н) модель [43].
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Изучение роли гена WUS в регуляции ниши стволовых клеток в

АМП [90, 201, 202, 73]

В статье Н. Jonsson с соавт. [90] была рассмотрена модель позицио-

нирования экспрессии гена WUS на двумерном клеточном ансамбле с цен-

тральной симметрией. Благодаря симметрии оказалось естественным поме-

стить в «морфологически выделенный» внешний слой клеток некоторый

репрессор для гена WUS. Модель воспроизводит локализацию экспрессии

WUS в центре клеточного ансамбля, а также результаты экспериментов,

в которых наблюдалось возобновление экспрессии WUS после лазерного

разрушения ОЦ.

Компьютерная модель [201] объясняет важность поддержания гра-

диента белка WUS в регуляции ниши стволовых клеток. Модель (схема

модели — рис. 1.11, в) учитывает прямую активацию транскрипции CLV3

белком WUS [201] и отрицательную регуляцию WUS сигналом CLV3, ко-

торый происходит из ЦЗ [33, 34, 168]. Дополнительно WUS активируется

локальным сигналом цитокинина [90, 69, 80], а также для активации CLV3

используется дополнительный гипотетический сигнал, происходящий из

клеток слоя L1 [92].

Геометрия АМП описывается в модели как верхняя треть трехмерной

сферы, заполненная 1366 пересекающимися сферическими клетками. Клет-

ки считаются соседними (т.е. между ними осуществляется транспорт), если

соответствующие сферы пересекаются. Начальное распределение экспрес-

сии генов CLV3 и WUS строится на основе микрофотографии. Экспрессия

CLV3 в клетках ЦЗ на верхушке меристемы (55 клеток) и экспрессия WUS

в клетках ОЦ под ЦЗ (42 клетки) задаются равными единице.

Для описания регуляции транскрипции используются функции Хил-

ла; синтез белков линейно зависит от уровня РНК. РНК и белки распа-

даются, распространение CLV3 и WUS между клетками описывается как

пассивный транспорт. Модель представлена следующей системой уравне-
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ний:

𝑑[𝐶]

𝑑𝑡
= 𝑉𝐶

[𝑎1]𝑛

𝑘𝑛𝑎1/𝐶 + [𝑎1]𝑛
[𝑤]𝑛

𝑘𝑛𝑤/𝐶 + [𝑤]𝑛
− 𝑔𝐶 [𝐶], (1.13)

𝑑[𝑐]

𝑑𝑡
= 𝑃𝑐[𝐶] − 𝑔𝑐[𝑐] + 𝐷𝑐∆[𝑐], (1.14)

𝑑[𝑊 ]

𝑑𝑡
= 𝑉𝑊

[𝑎2]𝑛

𝑘𝑛𝑎2/𝑊 + [𝑎2]𝑛

𝑘𝑛𝑐/𝑊
𝑘𝑛𝑐/𝑊 + [𝑐]𝑛

− 𝑔𝑊 [𝑊 ], (1.15)

𝑑[𝑤]

𝑑𝑡
= 𝑃𝑤[𝑊 ] − 𝑔𝑤[𝑤] + 𝐷𝑤∆[𝑤], (1.16)

𝑑[𝑎1]

𝑑𝑡
= 𝑃𝑎1[𝐴1] − 𝑔𝑎1[𝑎1] + 𝐷𝑎1∆[𝑎1], (1.17)

𝑑[𝑎2]

𝑑𝑡
= 𝑃𝑎2[𝐴2] − 𝑔𝑎2[𝑎2] + 𝐷𝑎2∆[𝑎2], (1.18)

где [𝑋] и [𝑥] обозначают, соответственно, концентрации мРНК и сиг-

нальных молекул (белка для WUS и пептида для CLV3); ∆ — дискрет-

ный оператор Лапласа, описывающий пассивный транспорт (основанный

на градиенте концентраций). 𝐶 обозначает CLV3, 𝑊 — WUS. Значения

A1 и A2 являются константами, равными единице, в клетках эпидермиса

(внешний слой L1) и ОЦ соответственно.

В результате оптимизации авторами были найдены такие значения

параметров, при которых решение модели (рис. 1.11, г, д) соответствует

экспериментально наблюдаемым зонам экспрессии генов CLV3 и WUS на

трехмерной ткани.

Расчеты были произведены с использованием пакета Organism

(http:// dev.thep.lu.se/organism), использующего метод Рунге–Кутты 5-го

порядка с адаптивной сеткой.

Следующая реализация модели [202] учитывает непосредственную ре-

гуляцию транскрипции гена KAN1 белком WUS. KAN1 считается одним из

генов периферической зоны, непосредственно репрессируемым транскрип-

ционным фактором WUS [97, 202]. Дополнительно ген KAN1 активируется

неким гипотетическим сигналом из слоя L1 (так же, как CLV3 в предыду-
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щем варианте модели). Правомерность такой активации объясняется тем,

что когда WUS не диффундирует, зона экспрессии KAN1 расположена

близко к внешнему слою (L1) меристемы.

Отметим, что в модели используются два дополнительных геомет-

рических ограничения на зоны возможной экспрессии генов: 1) дополни-

тельный фактор активации для WUS, представляющий рецепторы AHK4,

расположенный в ОЦ; 2) дополнительный фактор активации для CLV3,

представляющий гипотетические эпидермальные сигналы, расположенный

во внешнем слое клеток (L1). Оба ограничения моделируются как гены, т.е.

экспрессия гипотетического гена приводит к синтезу сигнальных молекул,

которые диффундируют и создают градиент концентрации.

Динамическая модель гомеостаза ниши стволовых клеток в мери-

стеме побега Arabidopsis thaliana [80]

В статье Hohm с соавт. (2010) представлена модель (схема модели —

рис. 1.11, и) регуляции структуры ниши стволовых клеток в апикальной

меристеме побега, основанная на взаимодействии генов CLV3 и WUS. Це-

лью авторов было промоделировать механизм формирования паттернов

экспрессии генов CLV3 и WUS на продольном срезе АМП, используя для

этого минимальное количество предположений об участниках этого про-

цесса. Модель использовалась для изучения поведения системы при возму-

щениях, а также для нахождения допустимых значений параметров, при

которых сохраняется гомеостаз ниши стволовых клеток в АМП, несмотря

на изменяющиеся внешние условия.

Ядром схемы взаимодействия между компонентами модели явля-

ются два контура обратных связей, проходящих через WUS. Взаимодей-

ствия между компонентами модели осуществляются по механизму реак-

ция–диффузия и представлены в виде системы дифференциальных урав-

нений:
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𝜕[𝑊𝑈𝑆]

𝜕𝑡
= 𝐷𝑊𝑈𝑆∆[𝑊𝑈𝑆] + 𝜉𝜌𝑎𝑛𝑐

[𝑊𝑈𝑆]2[𝑓𝑎𝑐𝑋]

1 + ([𝐶𝐿𝑉 3] + [𝐶𝐿𝑉 3𝑒𝑥𝑡])3

−𝜇𝑊𝑈𝑆[𝑊𝑈𝑆] + 𝜎𝑊𝑈𝑆, (1.19)
𝜕[𝑓𝑎𝑐𝑋]

𝜕𝑡
= 𝐷𝑓𝑎𝑐𝑋∆[𝑓𝑎𝑐𝑋] − 𝜉𝜌𝑎𝑛𝑐

[𝑊𝑈𝑆]2[𝑓𝑎𝑐𝑋]

1 + ([𝐶𝐿𝑉 3] + [𝐶𝐿𝑉 3𝑒𝑥𝑡])3

+
𝜎𝑓𝑎𝑐𝑋

1 + [𝑓𝑎𝑐𝑋]
𝐾𝑓𝑎𝑐𝑋

, (1.20)

𝜕[𝑊𝑈𝑆𝑠𝑖𝑔]

𝜕𝑡
= 𝐷𝑊𝑈𝑆𝑠𝑖𝑔

∆[𝑊𝑈𝑆𝑠𝑖𝑔] + 𝜌𝑊𝑈𝑆𝑠𝑖𝑔
[𝑊𝑈𝑆]

−𝜇𝑊𝑈𝑆𝑠𝑖𝑔
[𝑊𝑈𝑆𝑠𝑖𝑔], (1.21)

𝜕[𝑠𝑡]

𝜕𝑡
= 𝐷𝑠𝑡∆[𝑠𝑡] + 1𝑖𝑑(𝑖)𝜌𝑠𝑡

(︁
[𝑊𝑈𝑆𝑠𝑖𝑔]

𝐾𝑠𝑡

)︁5
1 +

(︁
[𝑊𝑈𝑆𝑠𝑖𝑔]

𝐾𝑠𝑡

)︁5 − 𝜇𝑠𝑡[𝑠𝑡], (1.22)

𝜕[𝐶𝐿𝑉 3]

𝜕𝑡
= 𝐷𝐶𝐿𝑉 3∆[𝐶𝐿𝑉 3] + 𝑐𝑘0𝜌𝐶𝐿𝑉 3[𝑠𝑡] − 𝜇𝐶𝐿𝑉 3[𝐶𝐿𝑉 3]. (1.23)

Модель содержит следующие параметры: 𝜌 — коэффициенты скоро-

сти реакции, 𝜎 — «фоновая» скорость экспрессии (не зависит от концен-

трации каких-либо веществ), 𝜇 — скорости деградации, 𝐾 — кинетическая

константа.

Переменные модели (концентрации веществ), а также основные мо-

дельные предположения относительно них приведены ниже:

𝑠𝑡 — уровень «стволовости» клеток меристемы контролируется WUS-

зависимым сигналом, на который способны реагировать только клет-

ки внешнего слоя. Пропорционально уровню «стволовости» в стволо-

вых клетках синтезируется сигнальная молекула CLV3.

𝐶𝐿𝑉 3 способен диффундировать с распадом в соседние клетки и ограничи-

вать (в зависимости от своей концентрации) экспрессию WUS.

𝑊𝑈𝑆 диффундирует очень медленно и стимулирует образование WUS-

сигнала, который является более мобильным и способен диффун-

дировать в соседние клетки. Хотя потенциально все клетки (в рам-

ках модели) способны синтезировать WUS, в модели присутствует
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пространственный параметр, который делает клетки, находящиеся

ближе к верхушке меристемы, более «компетентными» к синтезу

WUS. Введение этого параметра было обусловлено необходимостью

корректного позиционирования паттернов экспрессии генов WUS и

CLV3.

𝑊𝑈𝑆𝑠𝑖𝑔 синтезируется в тех клетках, где есть WUS (в зависимости от его

концентрации). Подобно CLV3, WUS-сигнал может быстро диффун-

дировать и распадаться с постоянной скоростью. В зависимости от

концентрации WUS-сигнала клетки становятся стволовыми. Только

внешние слои клеток меристемы являются компетентным к WUS-

сигналу.

𝑓𝑎𝑐𝑋 введён в модель для того, чтобы учесть CLV-независимую регуляцию

экспрессии WUS. Изначально facX экспрессируется во всех клетках и

свободно диффундирует. facX стимулирует экспрессию WUS, а WUS

подавляет экспрессию facX, что реализовано в модели через актив-

ную деградацию (или потребление) facX с помощью WUS. Таким об-

разом взаимодействие между facX и WUS основаны на механизме

активатор-субстрат, что позволяет получать обособленные области

экспрессии WUS.

Следует отметить, что для получения правдоподобной картины рас-

положения паттернов экспрессии генов CLV3 и WUS (решение модели для

этих генов — рис. 1.11, к, л) авторы использовали дополнительное про-

странственное ограничение на расположение клеток, в которых разреше-

на экспрессия этих генов (предписанное расположение компетентных кле-

ток). Hohm с соавт. (2010) предположили, что CLV3-экспрессирующие (т.е.

стволовые) клетки определяются сигналом «стволовости», распространя-

ющимся сверху, в то время как WUS «модулирует» интенсивность этой

экспрессии (и распространяется снизу от ОЦ).
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Изучение роли цитокинина в регуляции ниши стволовых клеток в

АМП [69, 43]

Одномерная модель регуляции расположения зон экспрессии генов

вдоль продольной оси АМП с делением клеток была рассмотрена в статье

Chickarmane с соавт. (2012). Устойчивое позиционирование ОЦ на опре-

деленном расстоянии от верхушки меристемы обеспечивалось петлей ре-

гуляции между ОЦ и верхушкой АМП (схема модели — рис. 1.11, м).

Транскрипция WUS активируется цитокинин-регулируемым транскрипци-

онным фактором, подробнее модель этого механизма исследована в более

ранней работе [69]. Диффундирующий сигнал — CLV3-сигнал — синтези-

руется в первой клетке массива и регулируется сигналом «стволовости»

𝑆𝑠𝑡𝑒𝑚𝑐𝑒𝑙𝑙𝑠 и диффундирующим сигналом, производным от WUS. CLV3-

сигнал распространяется по клеточному массиву и делает клетки компе-

тентными к экспрессии CLV3. Так как CLV3-сигнал синтезируется только

в первой клетке массива, его градиент экспоненциально уменьшается и по-

этому ген CLV3 экспрессируется лишь в нескольких первых клетках. WUS

активирует диффундирующий сигнал 𝑆𝑠𝑡𝑒𝑚𝑐𝑒𝑙𝑙𝑠, поддерживающий ство-

ловость клеток и активирующий CLV3 и CLV3-сигнал. Цитокинин синте-

зируется в первой клетке массива. Таким образом, в начале одномерного

массива (сверху) расположены клетки, в которых происходит экспрессия

CLV3, затем — клетки, маркированные экспрессией WUS (решение моде-

ли — рис. 1.11, н).

1.3. Заключение по обзору литературы и постановка задач ис-

следования

Одной из фундаментальных задач современной биологии являет-

ся изучение регуляции формообразования в процессе роста организ-

ма [42]. К настоящему времени накоплен значительный методический

опыт в применении различных подходов к изучению живых объектов: от
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экспериментально-наблюдательных до автоматизированной обработки ин-

формации и компьютерного моделирования. Хотя компьютерные модели

пока еще не стали основным инструментом для изучения развития расте-

ний, ряд работ, рассмотренных в настоящем обзоре, показывает важность

их использования наряду с экспериментальными методами для изучения

механизмов регуляции морфогенеза.

Важным аспектом, определяющим морфодинамику растительной

ткани, являются рост и деление клеток в меристеме, и их регуляция. Про-

исходящее при этом изменение геометрии ткани приводит, с одной стороны,

к изменению регуляции молекулярными сигналами, распространяющимися

по тканевому пространству, с другой — к возникновению механических на-

пряжений в ткани. В свою очередь, роль этих механических напряжений

как интегрирующих сигналов для регуляции морфодинамики является в

настоящее время предметом интенсивных исследований методами модели-

рования и вычислительных экспериментов.

В работе, представленной в данной диссертации, разработаны мето-

ды моделирования для изучения молекулярно-генетической и биомехани-

ческой регуляции морфодинамики растительных тканей с учетом роста и

деления клеток. В частности, изложена работа по изучению устойчивости

системы молекулярно-генетической регуляции структуры ниши стволовых

клеток в апикальной меристеме побега арабидопсиса к возмущениям, вы-

зываемым ростом и делением клеток.

Эпидермис линейного листа является удобной модельной системой

для исследования механизмов морфодинамики растительных тканей, так

как на нём легко наблюдать развитие и появление специализированных

клеток. В эпидермисе растений формируются регулярный паттерн распре-

деления специализированных клеток-трихом. Кроме этого, отмечена гете-

рогенность в размерах неспециализированных, так называемых основных

клеток эпидермиса. В представленной работе были изучены закономерно-

сти однонаправленного симпластного роста эпидермального слоя линейно-
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го листа. Для этого построена модель с учётом биомеханики роста клеток,

на основе модели изучен механизм формирования пространственного пат-

терна клеток-трихом на растущем листе пшеницы.

Рассмотренные в обзоре примеры показывают, что L-системы явля-

ются удобным формализмом для моделирования роста и развития простых

организмов с линейной и ветвящейся структурой. Естественным шагом в

продолжение рассмотренной в работе тематики является переход к моде-

лям с более сложной пространственной структурой. Например, к моделям

морфодинамики клеточных пластов. Примеры применения для этого L-

систем показывают, что сам формализм накладывает ограничения на мно-

жество порождаемых паттернов роста клеточного пласта [185]. Поэтому

для моделирования двумерных растительных тканей, для которых харак-

терен однонаправленный рост, в рамках данной работы была разработана

модификация формализма dL-систем — «склеенные» dL-системы. Эта мо-

дификация легла в основу программного комплекса для моделирования

однонаправленного симпластного роста растительной ткани с учётом мор-

фогенетической регуляции и биомеханических свойств клеток, который ис-

пользовался в данной работе в качестве инструмента для вычислительных

экспериментов.
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2. Методика моделирования и структура пакета

«Mорфодинамика растительной ткани»

Глава посвящена описанию методики моделирования морфодинами-

ки растительных тканей и созданного на этой основе пакета программ для

моделирования. Пакет программ «Mорфодинамика растительной ткани»

(«МРТ») основан на методе моделирования динамических систем с дина-

мической структурой в формализме дифференциальных L-систем и реа-

лизован в виде программных модулей в среде Mathematica. В рамках па-

кета разработан и реализован оригинальный формализм «склеенные» dL-

системы, который позволяет имитировать однонаправленный симпластный

рост двумерной растительной ткани. С использованием функций пакета

реализованы и исследованы математические модели морфодинамики рас-

тительных тканей, представленные далее в главах 3–5.

2.1. Концепция исследования морфодинамики растительной

ткани с использованием компьютерного моделирования

В основе современных подходов к исследованию морфодинамики рас-

тительных тканей с использованием компьютерного моделирования лежит

концепция системной биологии [99], которая отражает междисциплинар-

ный подход к исследованию сложных биологических систем. В рамках это-

го подхода комплексное представление о биологической системе формиру-

ется путем интеграции знаний и экспериментальных данных, полученных

на основе различных научных дисциплин (молекулярной генетики и биохи-

мии, клеточной биологии, биофизики и биомеханики, вычислительной био-

логии, компьютерного моделирования и т.д.) и различных уровней систем-
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ного описания растений [86], включая молекулярно-генетические системы

регуляции морфодинамики (метаболические и сигнальные пути, генные ре-

гуляторные сети, сети интерактомики и т.д.), формирование и функциони-

рование клеточных подструктур (субклеточный уровень), клетки, ткани,

органа и организма, экологический уровень, на котором дается описание

взаимодействия организма со внешней средой и адаптации к экстремаль-

ным условиям, и, наконец, эволюционный уровень, на котором исследуются

процессы формирования новых свойств растений и появление новых видов

организмов.

Качественно новые возможности системной биологии возникли в по-

стгеномный период с появлением современных высокопроизводительных

экспериментальных технологий молекулярной генетики, которые привели

к появлению огромных объемов информации о различных аспектах орга-

низации и функционирования живых систем.

Однако, ни один, даже самый совершенный, экспериментальный под-

ход сам по себе не может дать целостного представления об изучаемых

биологических системах.

Компьютерное моделирование морфодинамики растительной ткани

позволяет объяснить сложные временные и пространственные взаимодей-

ствия биомеханических процессов роста и морфогенетических процессов

регуляции. Наиболее амбициозной задачей является моделирование био-

логических систем различного уровня, начиная с клетки и субклеточных

систем и заканчивая биосферой в целом.

В связи с этим, наиболее перспективным путем развития исследо-

ваний в области системной биологии является симбиоз теоретических и

экспериментальных подходов. Компьютерное моделирование и вычисли-

тельный эксперимент становится реальностью и важнейшей составляющей

исследовательского процесса.
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Рис. 2.1. Концептуальная схема исследования морфогенеза растений с использованием компьютерного

моделирования
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На рис. 2.1 представлена концептуальная схема исследований морфо-

генеза растений с использованием компьютерного моделирования. Основ-

ными этапами современного исследования в области системной биологии с

использованием компьютерного моделирования является накопление экс-

периментальных данных, масштабный анализ гетерогенных данных, по-

строение математической модели, проведение вычислительного экспери-

мента с целью выявления новых знаний и формирования новых научных

гипотез, и, наконец, планирование и проведение новых экспериментов для

проверки этих гипотез и уточнения модели [13]. Далее этот технологиче-

ский цикл исследований повторяется с привлечением новых знаний и ис-

пользованием новых компьютерных моделей.

Компьютерное моделирование является практически безальтернатив-

ной платформой, на базе которой возможно в рамках единой концептуаль-

ной схемы объединять колоссальный объем накопленных в настоящее вре-

мя биологических знаний о морфогенетической регуляции формирования

цитоскелета, роста и функционирования клеток и тканей, органов и орга-

низма в норме и при различных генетических мутациях. При этом возника-

ет возможность интеграции, систематизации и анализа разномасштабных

экспериментальных данных, анализа причинно-следственных связей меж-

ду молекулярной структурой, динамикой и фенотипическими характери-

стиками живых систем, получения на этой основе новых фундаментальных

и прикладных знаний и выработки стратегий проведения дальнейших экс-

периментов и т.д.

Для описания этих регуляторных процессов необходимы не только

знания о генных сетях, метаболических и сигнальных путях, сетях интер-

актомики и т.д., но также знания о геометрии и биофизики растущих тка-

ней. Основным источников данных для формирования знаний о геометрии

и топологии клеток, тканей и органов растений являются методы микро-

скопии и анализа изображений. Знания о биомеханических свойствах кле-

ток при их делении и росте, в настоящее время активно используются при
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исследовании морфогенеза растений в связи с появлением современных

экспериментальных технологий на основе методов атомно-силовой микро-

скопии [117, 178], которые позволяют измерять напряжение стенок клетки

и оценивать тургорное давление в отдельных клетках растений.

Общая концептуальная схема исследований морфодинамики с ис-

пользованием компьютерного моделирования (рис. 2.1) лежит в основе

методов, используемых в настоящей работе для компьютерного модели-

рования морфодинамики в меристематических тканях растений, которые

реализованы в пакете программ «Mорфодинамика растительной ткани»

(«МРТ»).

2.2. Общее описание методики моделирования морфодинамики

растительной ткани

В основе используемых в настоящей работе методов компьютерно-

го моделирования морфодинамики в меристематических тканях растений

лежит общая концептуальная схема исследований морфодинамики с ис-

пользованием компьютерного моделирования, представленная на рис. 2.1, а

также требования к математическим моделям морфогенеза растений, опи-

санных в обзоре [150], существенно расширенные и уточненные нами.

В рамках методики моделирования решаются различные методиче-

ские проблемы и вопросы, в частности: Как описывать динамику формы

растительной клетки, ткани, органа? Как обеспечить возможность анализа

причинности моделируемых явлений? Как моделировать самоорганизацию

паттернов растительной клетки, ткани, органа? Как обеспечить декомпози-

цию проблем моделирования и исследования сложных процессов морфоге-

неза растений. Какие базовые модели могут лежать в основе методики? Ка-

кую минимальную модель, обеспечивающую формирование паттерна ни-

ши стволовых клеток меристемы можно положить в основу методики? Как

моделировать динамику роста клетки и ткани растения? Какие параметры
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общей модели могут определять разнообразие моделей, ориентированных

на класс задач по моделированию морфодинамики растительной ткани?

Как учитывать в модели биофизические свойства клетки и ткани расте-

ния при их росте? Как проводить верификацию (проверка корректности

модели), валидизацию (проверка соответствия модели экспериментально

наблюдаемому поведению) и оценку качества моделей морфогенеза. Как

проводить анализ чувствительности модели? и т.д.

Для моделирования морфодинамики растительной ткани нами ис-

пользовались следующие подходы:

1. формализация топологии клеток в ткани и ее морфодинамики (деле-

ние и дифференцировка клеток) в виде правил L-системы.

2. формализация взаимной регуляции морфогенов в виде дифференци-

альных уравнений типа реакция-диффузия.

3. использование механической модели клетки в виде осмотической

ячейки, заключенной в упругопластическую полупроницаемую обо-

лочку при моделировании биомеханики роста клеток.

Унифицированность методики моделирования морфогенеза клеток и

ткани различных видов растений с учетом топологии и геометрии клетки и

ткани, а также морфогенетической регуляции и биомеханических свойств

клеток достигается путем использования метода моделирования динамиче-

ских систем с динамической структурой в формализме дифференциальных

L-систем. В рамках диссертации разработан и реализован оригинальный

формализм «склеенные» dL-системы, который позволяет имитировать од-

нонаправленный симпластный рост двумерной растительной ткани.

Ниже представлены основные особенности моделей морфогенеза рас-

тений и пути их реализации в рамках используемой в работе методики

моделирования.
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Используемая методика моделирования позволяет описывать дина-

мику изменения формы не только в геометрических терминах, но и в тер-

минах топологических структур растительной клетки, ткани, органа, име-

ющих ясную биологическую интерпретацию.

Возможность анализа причинности обеспечивается средствами биоло-

гической интерпретации моделируемых явлений и их взаимосвязей, вклю-

чая динамические особенности геометрии и топологии клеток и тканей, их

биомеханические свойства, морфодинамика и выполняемые функции.

В методике моделирования принимается, что форма растений не ко-

дируется непосредственно в их ДНК, а воспроизводится с помощью иерар-

хии процессов морфогенеза, которые связывают явления молекулярного

уровня (морфополе) с их макроскопическим проявлением (формой клет-

ки, ткани или органа). Это позволяет проводить анализ роли регуляторных

механизмов молекулярно-генетического уровня в морфогенезе, и выявить,

как они могут быть проявляться в глобальном поведении системы (расту-

щего растения). Это обеспечивает возможность моделирования и анализа

процессов самоорганизации, которые формируют морфогенетические пат-

терны.

В методике реализован иерархический подход к моделированию мор-

фодинамики растений на основе моделей клеток, множества взаимодей-

ствующих клеток и тканей с учетом топологии и геометрии клетки и ткани,

а также морфогенетической регуляции и биомеханических свойств клеток.

Это позволяет осуществлять декомпозицию и упрощение проблем модели-

рования сложных биологических систем.

Методику моделирования расширяет разработанный в рамках дис-

сертации набор базовых компьютерных моделей, которые могут быть ис-

пользованы как паттерны (шаблоны) моделирования при реализации ком-

плексных моделей морфодинамики растительных клеток и тканей. В част-

ности, реализованы модели формирования ниши стволовых клеток мери-

стемы растения (арабидопсиса) с учетом распределения морфогенов, на
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основе этого реализована модель симпластного роста листа пшеницы и мо-

дель пролифирации растительных клеток и формирование паттерна рас-

пределения трихом на листе пшеницы.

Масштабируемость модели и вычислительная эффективность обес-

печивается реализацией на языке программирования C/C++ наиболее за-

тратного в вычислительном отношении модуля исследования чувствитель-

ности модели. Это позволяет выполнять (при необходимости) расчеты на

высокопроизводительном вычислительном кластере [11, 10].

Важной особенностью методики является возможность расширения

модели путем включения новых аспектов предметной области, включая

морфогенетическую регуляцию, особенности экспрессии генов в клетках

дикого типа и при различного рода мутациях и их влияния на морфогенез

и биомеханику клетки и т.д. Такого рода расширение модели осуществляет-

ся через обобщенное описание модели (паттерна моделирования), включая

описание начального состояния объекта моделирования (аксиомы), множе-

ства упорядоченных по времени морфодинамических событий, топологиче-

ских и биомеханических характеристик клетки и ткани, влияющих на их

морфодинамику, и правил преобразования моделей морфодинамики рас-

тительных клеток и ткани, учитывающих эти свойства.

2.3. Формализация методики моделирования морфодинамики

растительной ткани с использованием dL-систем

В основе методики «Mорфодинамика растительной ткани» («МРТ»)

лежит метод моделирования динамических систем с динамической струк-

турой в формализме дифференциальных L-систем. Общая идея состоит в

переписывании (преобразовании) клеточной структуры, при котором дис-

кретные события (дифференцировка, деление клеток) происходят на фоне

и в зависимости от непрерывных процессов (рост клеток, динамика мор-

фогенов). В рамках методики разработан и реализован оригинальный фор-
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мализм «склеенные» dL-системы, который позволяет имитировать однона-

правленный симпластный рост двумерной растительной ткани.

2.3.1. Дискретные события

Деление клеток

При изучении сестринских клеток в кончике корня проростка кукуру-

зы было показано [3], что хотя средняя длительность цикла не изменяется

на протяжении значительного периода времени и близка в разных тканях,

длительность циклов отдельных сестринских или рядом расположенных

клеток различается главным образом из-за неравного деления клеток, так

как переход к митозу возникших клеток контролируется достижением ими

критического размера. В работе [159] исследовано, как разные правила вы-

бора ориентации клеточной стенки при делении клетки влияют на паттерн

клеток в ткани.

Рис. 2.2. Отношение площади дочерней клетки к площади материнской

клетки (рисунок из работы [171]).

При однонаправленном росте ориентация клеточной стенки перпен-

дикулярна направлению роста ткани, поэтому выбор места расположения

клеточной стенки при делении клетки определяется параметром деления 𝑑.

Одна дочерняя клетка имеет размер 𝑑·𝑙, другая (1−𝑑)·𝑙. Параметр 𝑑 явля-

ется в модели случайной величиной, которая имеет усечённое нормальное

распределение [153, 20]. Среднее равно 0.5, среднеквадратичное отклонение

равно 0.1, дополнительное условие: 0.1 < 𝑑 < 0.9. Такое значение средне-
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Рис. 2.3. Клеточные паттерны при разных значениях среднеквадратичного

отклонения параметра асимметрии деления клеток.

квадратичного отклонения распространено при моделировании роста рас-

тительной ткани, например, использовалось в модели [43]. Распределение

параметра 𝑑 для апикалькой меристемы побега арабидопсиса показано на

рис. 2.2. Клеточные паттерны, которые получаются при однонаправленном

росте и делении клеток листа при разных значениях среднеквадратичного

отклонения для случайной величины 𝑑 показаны на рис. 2.3 (визуализация

выполнена с помощью функций пакета «МРТ»).

В естественных условиях паттерны синхронного деления клеток

обычно не наблюдаются. В меристематической ткани при делении материн-

ской клетки размеры двух дочерних клеток отличаются, что было экспе-

риментально показано, например, на клетках апикальной меристемы ара-

бидопсиса [170], поэтому рост клеток в меристеме разнородный. Однако

если начинать моделировать рост ткани с одной клетки, то на протяжении

нескольких первых клеточных циклов наблюдаются синхронные деления

клеток (рис. 2.4). Время рассинхронизации клеток уменьшается с увеличе-

нием среднеквадратичного отклонения параметра 𝑑. Для того чтобы полу-

чить асинхронную популяцию клеток при моделировании ткани, начиная

с одной клетки, авторы модели [191] на первом этапе (первые 4-5 делений)

добавили к длительности клеточного цикла каждой клетки 25-процентный

шум.
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Рис. 2.4. Динамика среднего значения индекса деформированности клеток

листа в зависимости от значения параметра асимметрии деления клеток

Дифференцировка клеток

Процесс дифференцировки клеток моделируется правилами L-

системы, которые переписывают тип клетки в зависимости от значений

концентраций морфогенов в клетке либо от места расположения клетки

в ткани (например от расстояния от основания листа или от организаци-

онного центра в апикальной меристеме побега). В модели [191] на приме-

ре роста кончика корня были изучены разные варианты перехода клеток

от зоны роста делением к росту растяжением, авторы пришли к выводу,

что переключение типа клеток между зонами вероятнее всего регулируется

концентрацией фитогормонов.

2.3.2. Непрерывные процессы

Динамика концентраций морфогенов

Пусть клетки 𝑖 и 𝑗 разделены межклеточными границами площади

𝑆𝑖𝑗, через которые может происходить перенос вещества 𝑃 . Межклеточ-

ные границы характеризуются коэффициентами проницаемости 𝛽1𝑃 и 𝛽2𝑃

(между клетками одного файла и между соседними файлами). В клетках

могут происходить реакции синтеза и распада веществ.

Пусть диффузия описывается законом Фика и пусть коэффициент

диффузии внутри клеток много больше, чем между клетками, так что
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внутри клетки концентрации веществ везде одинаковы. За время ∆𝑡 в клет-

ке 𝑖 количество вещества 𝑃 изменится за счёт: (а) потоков 𝐽𝑖𝑗(𝜏) вещества

𝑃 между клеткой 𝑖 и клетками 𝑗, 𝑗 ∈ 𝜖(𝑖), где 𝜖(𝑖) — множество соседей

клетки 𝑖; (б) синтеза данного вещества в клетке с удельной скоростью 𝑔𝑃

и (в) его распада в результате реакции первого порядка с коэффициентом

скорости 𝑑𝑃 . Тогда динамика концентраций вещества 𝑃 в клетках описы-

вается уравнением:

𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑡

=
∑︁
𝑗∈𝜖(𝑖)

𝛽𝑃𝑆𝑖𝑗(𝑝𝑖 − 𝑝𝑗)

𝑉𝑖
+ 𝜈𝑃 − 𝑑𝑝𝑝𝑖 − 𝑝𝑖

1

𝑉𝑖

𝑑𝑉𝑖

𝑑𝑡
. (2.1)

Рост клеток в одномерном и двумерном клеточном ансамбле

Однонаправленный рост клеток в модели описывается непрерывным

изменением параметра длины клетки 𝑙 и задаётся явной функцией роста

𝐹𝑔𝑟 или дифференциальным уравнением. В одномерном варианте модели

клетки составлены в цепочку. При моделировании однонаправленного ро-

ста клеточного пласта несколько цепочек составлены рядом представляют

продольные ряды клеток. При этом, для того чтобы учесть особенность

рост растительной ткани, необходимо чтобы длины клеток росли согласо-

ванно и клетки не сдвигались друг относительно друга. Для этого была

разработана модель биомеханики симпластного роста, подробно изложен-

ная в главе 4. Клеточные паттерны, сгенерированные в режиме свободного

и симпластного роста, представлены на рис. 2.5.

2.3.3. «Склеенные» dL-системы

Для того чтобы моделировать процессы роста ткани, состоящей из

разных типов делящихся и неделящихся клеток, в результате чего изме-

няется клеточная структура ткани, целесообразно использовать форма-

лизм, предназначенный для описания динамических систем с динамиче-

ской структурой. Одним из таких формализмов является формализм L-
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Рис. 2.5. Пример генерации клеточных паттернов двумерной ткани с помо-

щью пакета «МРТ» при свободном и симпластном режиме роста.

систем [108] и его варианты [148].

Формально L-система имеет три составляющих: алфавит (набор сим-

волов, обозначающих типы элементов), аксиома (начальная структура си-

стемы) и множество правил вывода (возможные превращения элементов

друг в друга). Для более реалистичного моделирования развития надо

учесть, что клетки, например, растут с различными скоростями, и поэто-

му могут делиться в несовпадающие моменты времени, то есть асинхронно.

Для такого моделирования простую L-систему модифицировали в диффе-

ренциальную параметризованную dL-систему. Для этого ввели единое для

системы непрерывное время. Каждый элемент системы имеет один или

несколько параметров, и эти параметры изменяются индивидуально для

каждого элемента в зависимости от единого времени. Правила перехода,

единые для всех элементов, и определяющие превращения элементов из

одного типа в другой, срабатывают теперь индивидуально для каждого

элемента при достижении некоторого порога определенным параметром в

этом элементе.
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Далее, в зависимости от того, какой параметр достиг в данный мо-

мент своего порога, может зависеть, какое превращение будет совершать

элемент. Например, если длина клетки достигла порога, то происходит ее

деление, а если концентрация некоторого вещества достигла порога, то про-

исходит превращение клетки одного типа в другой. При этом можно мо-

делировать синтез и распад веществ в клетках определенного типа и их

распространение по клеточному ансамблю.

Итак, при моделировании морфодинамики растительной ткани в фор-

мализме dL-систем дискретные события (дифференцировка, деление кле-

ток) происходят на фоне и в зависимости от непрерывных процессов (рост

клеток, динамика морфогенов). Комбинируя модули разработанного паке-

та мы построили компьютерные модели для решения задач диссертации.

Детали каждой модели описаны в соответствующих главах.

Учитывая специфику симпластного роста растительной ткани и край-

нюю анизоторопию роста линейного листа, мы разработали вариант «скле-

енных» одномерных дифференциальных L-систем. В этом формализме мы

описали динамическую модель симпластного роста с учетом его механики,

и реализовали модель в системе Mathematica. Для вычисления динами-

ки размеров свободно растущих клеток мы использовали представление о

клетке как об осмотической ячейке, помещенной в растущую оболочку из

эластичного материала (подробнее будет рассмотрено далее в главе 4).

Формализм dL-систем был модифицирован с учётом специфики гео-

метрии линейного листа — параллельные продольные ряды клеток. Ди-

намику клеточной структуры линейного листа, состоящего из 𝑁 парал-

лельных продольных рядов клеток, мы моделировали с помощью 𝑁 одно-

мерных dL-систем, каждая из которых моделирует динамику структуры

отдельного продольного ряда. Для того чтобы обеспечить согласованную

работу dL-систем, моделирующих динамику клеточной структуры отдель-

ных продольных рядов клеток, мы ввели еще одну «управляющую» од-

номерную dL-систему. Каждая L-система имеет свой алфавит и свою ак-

70



сиому, согласованная работа определяется тем, что динамика структуры

определяется общим набором правил переписывания, а динамика парамет-

ров описывается общей системой дифференциальных уравнений.

2.4. Реализация пакета «Морфодинамика растительной ткани»

в системе Mathematica

2.4.1. Реализация работы L-системы в системе Mathematica

Для спецификации моделей в формализме L-систем мы использовали

систему Mathematica. По своей сути, Mathematica представляет собой язык

программирования высокого уровня, позволяющий реализовывать тради-

ционный процедурный и функциональный стили. Поскольку Mathematica

имеет встроенную систему переписывания, её просто использовать для ре-

ализации работы L-системы. Правила задаются в виде 𝑎 → 𝑏, здесь сим-

вол заменяется строкой 𝑏. Одновременность применения набора правил

организуется также с помощью внутренних функций пакета Mathematica.

Для правил, срабатывание которых зависит от выполнения условий, на-

ложенных на параметры, применяется запись 𝑎 :> 𝑏/; 𝑡𝑒𝑠𝑡 (такое правило

срабатывает только в том случае, если условие 𝑡𝑒𝑠𝑡 верно). Кроме этого,

Mathematica позволяет достаточно просто создавать графические образы

с применением различных графических примитивов, что удобно для гра-

фической интерпретации текущего состояния.

2.4.2. Структура данных

В системе Mathematica удобно работать с данными, представленными

в виде списков. Каждая клетка ткани в пакете «МРТ» представляется в

виде списка:

𝐶𝑒𝑙𝑙𝑇𝑦𝑝𝑒[𝐶𝑒𝑙𝑙𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝑠],
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где 𝐶𝑒𝑙𝑙𝑇𝑦𝑝𝑒 — тип клетки, 𝐶𝑒𝑙𝑙𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝑠 — список параметров клетки (раз-

меры клетки, концентрации морфогенов в клетке и др.), описывающих её

состояние. Клетки, расположенные в одном продольном ряду, объединяют-

ся в список. Порядок клеток отражает их взаимное расположение в ткани.

Несколько списков «продольных рядов» составляют «модельный лист». Та-

ким образом, клеточная структура ткани представляется в виде вложенных

списков.

Для моделирования симпластного роста клеток необходимо задать

ещё один список, элементами которого являются фрагменты клеток. Каж-

дый фрагмент также представлен в виде списка, в котором записаны длина

фрагмента и порядковые номера клеток в «продольных рядах», в которые

входит этот фрагмент. Так как направление роста и ориентация плоскости

деления клеток не меняются в процессе счёта, то и количество «продоль-

ных рядов» тоже остаётся постоянным.

В качестве начальных условий необходимо задать исходную геомет-

рию ткани в виде вложенных списков (для клеток и для фрагментов) и

начальные значения переменных состояния клеток их фрагментов.

2.4.3. Схема расчёта

На каждом шаге интегрирования происходит пересчёт переменных

состояния модели и проверка условий для изменения структуры системы.

Отметим, что при каждом структурном изменении топологии клеточно-

го ансамбля переписывается система дифференциальных уравнений для

расчёта динамики концентраций морфогенов и для расчёта ростовых про-

цессов. Обобщённая схема потока вычисления представлена на рис. 2.6.

Состояние системы на каждом временном шаге записывается в от-

дельный список, который отражает все изменения, происходившие со

структурой листа во время вычислительного эксперимента, и позволяет

визуализировать результаты.
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Рис. 2.6. Обобщённая блок-схема программы для дискретно-непрерывных

моделей морфодинамики растительных тканей
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2.5. Иллюстрация методики на примере моделирования форми-

рования клеточного паттерна водоросли Anabaena catenula

В качестве иллюстративного примера мы воспроизвели модель роста

нитчатой водоросли Anabaena catenula [195] и провели имитационные экс-

перименты, результаты которых показали совпадение результатов расчётов

с экспериментальными данными о паттерне клеток.

2.5.1. Биологические предпосылки и качественное описание мо-

дели

Нитчатая водоросль Anabaena — один из примеров многоклеточного

организма с клеточной специализацией: в одних клетках (вегетативных)

осуществляется фотосинтез, в то время, как в других (гетероцистах) —

фиксация азота. Продукты, вырабатываемые в разных клетках водоросли

распределяются между всеми ее клетками путем диффузии.

Клетки водоросли при делении остаются соединенными, и в резуль-

тате образуют линейные филаменты длиной 100 клеток и более. В отсут-

ствии аммиака или нитрата в субстрате, отдельные гетероцисты разделены

между собой примерно десятью вегетативными клетками разного размера.

Филамент растёт за счёт асимметричного деления вегетативных клеток.

Так как при этом гетероцисты отодвигаются друг от друга, новые гете-

роцисты трансформируются из вегетативных клеток приблизительно по-

середине между уже двумя существующими. Поэтому расстояние между

гетероцистами остаётся в фиксированных границах на протяжении всего

процесса развития филамента. Эта особенность структуры и является мо-

делируемым структурным инвариантом.

2.5.2. Представление модели в dL-системе

Модель развития Anabaena представлена следующей dL-системой:
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Алфавит состоит из двух типов клеток: 𝑉 = {𝐹𝑣, 𝐹ℎ}. Начальная кон-

фигурация состоит из трех одинаково ориентированных клеток: 𝐹ℎ𝐹𝑣𝐹ℎ.

Вегетативные клетки 𝐹𝑣 и гетероцисты 𝐹ℎ характеризуются длиной 𝑙, кон-

центрацией азотсодержащих веществ 𝑐 и ориентацией ℎ = {𝑙𝑒𝑓𝑡, 𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡}.
Первое правило для вегетативных клеток 𝐹𝑣 показывает, что пока длина

клетки 𝑙 меньше максимального значения 𝑙𝑚𝑎𝑥 и концентрация вещества c

выше порогового значения 𝑐𝑚𝑖𝑛, длина клетки 𝑙 увеличивается экспоненци-

ально, согласно уравнению:

𝑑𝑙

𝑑𝑡
= 𝑟𝑙,

где 𝑟 — удельная скорость роста. Концентрация вещества 𝑐 изменяется по

закону:

𝑑𝑐

𝑑𝑡
=

𝐷𝑐(𝑐𝑙 − 2𝑐 + 𝑐𝑟) − 𝑐𝑙

𝑙
− 𝑣 · 𝑐,

где 𝐷𝑐 — коэффициент диффузии, 𝑣 — скорость реакции первого порядка.

Первое слагаемое в этом уравнении описывает диффузию веществ через

клеточные стенки, а второе экспоненциальный спад концентрации веществ

в клетках. Следующие два правила описывают деление вегетативных кле-

ток. Если клетка достигает максимальной длины 𝑙𝑚𝑎𝑥, а концентрация ве-

щества ещё выше уровня 𝑐𝑚𝑖𝑛, клетка делится, согласно значению пара-

метра ориентации, на две вегетативные клетки размера 𝑑·𝑙𝑚𝑎𝑥 и (1−𝑑)𝑙𝑚𝑎𝑥,

концентрация вещества 𝑐 наследуется от их родительской клетки. Если кон-

центрация падает до предельного значения 𝑐𝑚𝑖𝑛, клетка дифференцируется

в гетероцисту. Все правила отвечают непрерывному критерию: сохраняется

общая длина и концентрация азотсодержащих веществ. Последняя строка

модели характеризует поведение гетероцист. Их длина и концентрация ве-

ществ экспоненциально стремятся к предельным значениям 𝑙𝑚𝑎𝑥 и 𝑐𝑚𝑎𝑥.

Гетероцисты не подвергаются никаким дальнейшим изменениям. Резуль-

таты работы модели приведены на рис. 2.7.
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Рис. 2.7. Результаты моделирования Anabaena catenula на трёх различных

шагах. Ширина столбца — относительная длина клетки, высота — концен-

трация вещества . Тёмные клетки — гетероцисты, светлые — вегетативные

клетки. Длина нити водоросли в каждый момент времени нормирована к

единице.

Представленная модель водоросли Anabaena catenula показывает, что

простой механизм, основанный на изменении концентрации некоторого ве-

щества (вследствие реакции и диффузии) и простых правил поведения

клеток в зависимости от этой концентрации, способен объяснить возник-

новение пространственно неоднородных клеточный ансамблей, сохраняю-

щих определенный структурный паттерн. Модель хорошо воспроизводит

наблюдаемые закономерности в распределении гетероцист в процессе раз-

вития водоросли Anabaena catenula, а именно: гетероцисты появляется пе-

риодично (через 8-10 вегетативных клеток), что подтверждается экспери-

ментальными наблюдениями.

2.6. Заключение к главе 2

Разработана методика для моделирования морфодинамики расти-

тельной ткани, основанная на методе моделирования динамических систем

с динамической структурой в формализме дифференциальных L-систем.

Данная методика лежит в основе пакета «МРТ», который реализован в

виде программных модулей в среде Mathematica и позволяет имитировать

однонаправленный симпластный рост растительной ткани с учётом мор-

фогенетической регуляции и биомеханических свойств клеток и воспро-
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изводить экспериментально наблюдаемые паттерны клеточной структуры

ткани. Разработаны и реализованы в пакете «МРТ» модели (а) регуляции

структуры ниши стволовых клеток апикальной меристемы побега араби-

допсиса на растущей ткани, (б) роста эпидермиса линейного листа, (в) фор-

мирования трихом на листе пшеницы. Далее, в главах 3–5 будет описана

формализация соответствующей модели в виде dL-системы. Программная

реализация моделей выполнена в пакете «МРТ».
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3. Компьютерное моделирование регуляции структуры

ниши стволовых клеток в апикальной меристеме

растущего побега арабидопсиса

Глава посвящена изучению методами компьютерного моделирования

устойчивости системы регуляции структуры ниши стволовых клеток в апи-

кальной меристеме растущего побега арабидопсиса к возмущениям, вызы-

ваемым изменением пространственной структуры клеток.

3.1. Биологические предпосылки и назначение модели

3.1.1. Пространственная структура ниши стволовых клеток

Объектом для изучения является структура ниши стволовых клеток

апикальной меристемы побега (АМП) арабидопсиса. В нише стволовых

клеток выделяют следующие зоны (рис. 3.1). Клетки, расположенные во-

круг вертикальной оси меристемы в радиусе 2-4 клетки в самых верхних 3-4

слоях, синтезируют белок, называемый CLV3, и принадлежат центральной

зоне (ЦЗ). Клетки ЦЗ постоянно делятся с небольшой скоростью и таким

образом дают начало всем клеткам побега. Ниже клеток ЦЗ располагаются

клетки, в которых наблюдается экспрессия гена WUS. Эти клетки относят

к организационному центру (ОЦ), толщина которого в вертикальном на-

правлении может составлять 1-3 клетки. Эти группы формируют в АМП

определенную стабильную пространственную структуру и оказывают друг

на друга регулирующие воздействия [8, 5, 7].
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Рис. 3.1. Схема регуляции пространственной структуры апикальной мери-

стемы побега.

3.1.2. Клеточная структура и основные положения модели

В результате роста и деления происходит смена клеток, составляю-

щих зоны, так что клетки ЦЗ, перемещаясь вниз, становятся клетками ОЦ,

в свою очередь, клетки ОЦ должны переместиться вниз и стать клетками

риб-зоны. В рамках модели, представленной в диссертации, был поставлен

вопрос о стабильном положении ОЦ на продольной оси АМП относитель-

но верхней точки меристемы и регуляции размера ЦЗ при условии роста и

деления клеток.

Для построения одномерной модели был выбран столбец клеток во-

круг центральной оси меристемы. Соответственно, в начале массива распо-

ложены клетки ЦЗ, затем клетки ОЦ и далее клетки, специализирующиеся

в клетки сосудистой системы. В каждой клетке массива могут синтезиро-

ваться вещества-морфогены, условно обозначенные символами 𝑌 (морфо-

ген, отражающий участие эпидермиса в формировании ОЦ [73]), 𝐶 (соот-

ветствует комплексу генов CLV1/2+CLV3 ) и 𝑊 (соответствует гену WUS ).

Скорости синтеза каждого из них зависят от концентраций остальных ве-

ществ в данной клетке. Эти зависимости представлены на pис. 3.1. Кро-

ме того, все вещества распадаются с определенными скоростями, и между

клетками может происходить перенос веществ 𝑌 и 𝑊 .

«Переключения» клеток выражаются в том, что клетки в определен-
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ной зоне синтезируют определенные вещества: в клетках ОЦ (и только

в них) синтезируется 𝑊 , в клетках ЦЗ синтезируется 𝐶, а 𝑌 синтезиру-

ется только в первой клетке массива. Взаимодействие между веществами

описывается схемой, изображённой на pис. 3.1 и может быть выражено в

следующих положениях:

1. мофоген 𝑌 синтезируется в первой клетке. Скорость его синтеза за-

висит от концентрации вещества 𝑊 (WUS).

2. В зависимости от концентрации 𝑌 в других клетках может синтези-

роваться вещество 𝐶 (CLV1/2+CLV3)

3. В зависимости от концентрации веществ 𝑌 и 𝐶 в клетках может син-

тезироваться вещество 𝑊 .

4. Между клетками происходит перенос веществ 𝑌 и 𝑊 .

3.2. Математическое описание модели

Рассмотрим одномерный массив из 𝑛 клеток, в котором распределены

три вещества-морфогена, условно обозначенные символами 𝑌 , 𝐶 и 𝑊 . Эти

вещества могут синтезироваться в клетках, распадаться, и между клетками

может происходить перенос веществ 𝑌 и 𝑊 .

Реакции синтеза веществ (экспрессии соответствующих генов) в клет-

ках происходят со скоростями, зависящими от присутствия других веществ

по следующему закону:

𝑑𝑢𝑘
𝑑𝑡

= 𝑣𝑘𝑔(𝑥), 𝑥 =
∑︁
𝑗

𝐸𝑘𝑗𝑢𝑗 + ℎ𝑘,

где 𝑑𝑢𝑘

𝑑𝑡 и 𝑣𝑘 — соответственно реальная и максимальная скорости синтеза

вещества 𝑘, имеют размерность концентрация
время ; 𝑔(𝑥) — безразмерная функ-

ция регуляции синтеза в зависимости от безразмерной переменной управле-

ния 𝑥; 𝐸𝑘𝑗 — коэффициенты чувствительности регуляции с размерностью
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1
концентрация, которые больше нуля, если вещество 𝑗 стимулирует син-

тез вещества 𝑘, и меньше нуля — если угнетает. Безразмерные параметры

ℎ𝑘, являются пороговыми значениями переменной управления 𝑥(𝑢). Для

описания скоростей реакций в модели используется сигмоидная функция:

𝑔(𝑥) =
1

2

(︂
1 +

𝑥√
1 + 𝑥2

)︂
, 𝑔(𝑥) =

⎧⎨⎩ 0, 𝑥 → −∞,

1, 𝑥 → +∞.

В данной модели предполагается, что перенос веществ 𝑌 и 𝑊 между

клетками происходит по механизму диффузионного типа. При этом плот-

ность потока вещества между соседними клетками равняется разности кон-

центраций в этих клетках, умноженной на соответствующий коэффициент

проницаемости границы: 𝛽𝑦 и 𝛽𝑤 с размерностями 1
время.

Вещество 𝑌 синтезируется в первой клетке и диффундирует в другие

клетки массива. Скорость его синтеза зависит от концентрации вещества

𝑊 в клетке 1. В зависимости от концентрации 𝑌 в других клетках может

синтезироваться вещество 𝐶, которое не диффундирует, а только распа-

дается. В зависимости от концентрации веществ 𝑌 и 𝐶 в клетках может

синтезироваться вещество 𝑊 , которое диффундирует по клеточному мас-

сиву и, достигая клетки 1, регулирует синтез вещества 𝑌 . Распад веществ

происходит в каждой клетке по схеме реакции первого порядка:
𝑑𝑢𝑘
𝑑𝑡

= −𝑑𝑘𝑢𝑘,

где 𝑑𝑘 — коэффициенты распада, размерности которых 1
время.

В результате предлагаемая модель процесса формулируется как зада-

ча Коши для автономной системы уравнений, определяющей в 𝑖-й клетке,

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, концентрации веществ 𝑌 , 𝐶 и 𝑊 с компонентами 𝑦𝑖, 𝑐𝑖 и 𝑤𝑖,

соответственно:
𝑑𝑦1
𝑑𝑡

= 𝑣𝑦𝑔(𝑋(1)
𝑦 ) + 𝛽𝑦(𝑦2 − 𝑦1) − 𝑑𝑦𝑦1,

𝑑𝑦𝑖
𝑑𝑡

= 𝛽𝑦(𝑦𝑖−1 − 2𝑦𝑖 + 𝑦𝑖+1) − 𝑑𝑦𝑦𝑖, 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑛− 1, (3.1)

𝑑𝑦𝑛
𝑑𝑡

= 𝛽𝑦(𝑦𝑛−1 − 𝑦𝑛) − 𝑑𝑦𝑦𝑛
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— компоненты концентрации вещества 𝑌 ;

𝑑𝑐𝑖
𝑑𝑡

= 𝑣𝑐𝑔(𝑋(𝑖)
𝑐 ) − 𝑑𝑐𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 (3.2)

— компоненты концентрации вещества 𝐶;

𝑑𝑤1

𝑑𝑡
= 𝑣𝑤𝑔(𝑋(1)

𝑤 ) + 𝛽𝑤(𝑤2 − 𝑤1) − 𝑑𝑤𝑤1, (3.3)

𝑑𝑤𝑖

𝑑𝑡
= 𝑣𝑤𝑔(𝑋(𝑖)

𝑤 ) + 𝛽𝑤(𝑤𝑖−1 − 2𝑤𝑖 + 𝑤𝑖+1) − 𝑑𝑤𝑤𝑖, 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑛− 1,

𝑑𝑤𝑛

𝑑𝑡
= 𝑣𝑤𝑔(𝑋(𝑛)

𝑤 ) + 𝛽𝑤(𝑤𝑛−1 − 𝑤𝑛) − 𝑑𝑤𝑤𝑛

— компоненты концентрации вещества 𝑊 .

Начальные условия:

𝑦𝑖 = 𝑦0𝑖 , 𝑐𝑖 = 𝑐0𝑖 , 𝑤𝑖 = 𝑤0
𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, при 𝑡 = 0. (3.4)

Здесь 𝑣𝑦, 𝑣𝑐, 𝑣𝑤, 𝛽𝑦, 𝛽𝑤, 𝑑𝑦, 𝑑𝑐, 𝑑𝑤, ℎ𝑦, ℎ𝑐, ℎ𝑤, 𝐸𝑦𝑤, 𝐸𝑐𝑦, 𝐸𝑤𝑦, 𝐸𝑤𝑐 —

параметры, описанные выше; аргументами функции 𝑔(𝑥) являются:

𝑋(1)
𝑦 = ℎ𝑦 + 𝐸𝑦𝑤𝑤1, 𝑋

(𝑘)
𝑐 = ℎ𝑐 + 𝐸𝑐𝑦𝑦𝑘, 𝑋

(𝑘)
𝑤 = ℎ𝑤 + 𝐸𝑤𝑦𝑦𝑘 + 𝐸𝑤𝑐𝑐𝑘. (3.5)

Для скоростей синтеза использованы обозначения: 𝑔𝑦 = 𝑔(𝑋𝑦), 𝑔𝑐 =

𝑔(𝑋𝑐), 𝑔𝑤 = 𝑔(𝑋𝑤).

Ранее в работе [7] нами было показано, что существуют значения па-

раметров, при которых система уравнений (3.1) – (3.5) имеет стационар-

ное решение в виде распределений концентраций веществ по клеткам, вид

которых представлен на рис. 3.2. Такие распределения концентраций обес-

печиваются распределением экспрессии генов 𝐶 и 𝑊 , изображенным на

рис. 3.3. В свою очередь, максимумы экспрессии этих генов находятся соот-

ветственно в центральной зоне и организационном центре, что согласуется с
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Рис. 3.2. Стационарное распределение концентраций веществ 𝑌 , 𝐶 и 𝑊 в

зависимости от номера клетки 𝑛, начиная от верхушки меристемы (рисунок

из статьи [7])
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Рис. 3.3. Расположение центральной зоны (1) и организационного центра

(2) и соответствующие им уровни экспрессии генов 𝐶 и 𝑊 . По оси абсцисс

номера клеток 𝑛 начиная от верхушки меристемы (рисунок из статьи [7])
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экспериментальными данными, показанными пунктиром на рис. 3.1. Устой-

чивость стационарных решений определялась численно через интегрирова-

ние задачи Коши (3.1)–(3.5) с начальными данными в виде возмущенного

стационарного решения, моделирующими результат деления клеток.

Для последующих вычислительных экспериментов были использова-

ны следующие численные значения параметров: 𝛽𝑦 = 60, 𝛽𝑤 = 15, 𝑑𝑐 = 10,

𝑑𝑤 = 7.5, 𝐸𝑦𝑤 = 400, 𝐸𝑐𝑦 = 200, 𝐸𝑤𝑦 = 450, 𝐸𝑤𝑐 = −1000, ℎ𝑦 = −5,

ℎ𝑐 = −20.5, ℎ𝑤 = −30.

3.2.1. Формализация модели в виде dL-системы

Для того, чтобы изучать эффект деления клеток на структуру АМП,

модель была реализована в виде dL-системы в пакете «МРТ». Как отмечено

выше, расположение ЦЗ и ОЦ в АМП определяется пространственным рас-

пределением концентраций веществ-морфогенов: 𝑌 , 𝐶 и 𝑊 . В зависимости

от скоростей синтеза этих веществ было выделено три типа клеток: 𝑆𝑤 —

клетки, в которых синтез вещества 𝑊 больше определённого порога эти

клетки в модели представляют ОЦ; 𝑆𝑐 — клетки ЦЗ, расположенные перед

клетками 𝑆𝑤; 𝑆𝑑 — клетки, расположенные за клетками 𝑆𝑤, — эти клетки

утратили способность делиться и стали специализироваться в клетки со-

судистой системы. Клетки типов 𝑆𝑐 и 𝑆𝑤 при достижении определенного

возраста могут делиться.

В модели алфавит L-системы 𝑉 = {𝑆𝑐, 𝑆𝑤, 𝑆𝑑} состоит из трёх сим-

волов, состояние каждой клетки описывается четырьмя параметрами: 𝜑 —

возраст клетки, 𝑦, 𝑐, 𝑤 — концентрации соответствующих вещества.

3.3. Вычислительные эксперименты, результаты и обсуждения

Для нормального функционирования ниша стволовых клеток должна

иметь определенную структуру, в модели это означает «правильное» про-

странственное распределение синтеза и концентраций веществ. В резуль-
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Рис. 3.4. Результат вычислительного эксперимента. Динамика числа кле-

ток типа 𝑆𝑑 (рисунок А), 𝑆𝑐 и 𝑆𝑤 (рисунок Б) в клеточном массиве. 𝑡 —

время в условных единицах, 𝑛 — число клеток.

тате возмущений, вызываемых делениями клеток, структура ниши стволо-

вых клеток может разрушаться. Это значит, что после возмущения модель

вернётся уже не к «правильному» стационарному решению, а к решению,

концентрации веществ во всех клетках близки к нулю, что можно интер-

претировать как разрушение структуры ниши стволовых клеток. В данной

работе принято предположение о том, что АМП является «живучей», ес-

ли вероятность разрушения «правильной» структуры мала на протяжении

времени, равного 20 средним клеточным циклам в АМП (например, для

арабидопсиса по времени это в среднем соответствует жизненному циклу

растения).

В вычислительном эксперименте поведение модели изучалось при ро-

сте и делениях клеток. Было показано, что предложенная модель регуля-

ции структуры ниши стволовых клеток в АМП при определенном наборе

параметров устойчива к возмущениям, вносимым ростом и делением кле-

ток в АМП (рис. 3.5 А).

Поскольку в модели диффузия является механизмом распростране-

ния сигналов, можно ожидать, что соотношение характерных времен роста

и деления клеток, с одной стороны, и диффузии 𝑊 и 𝑌 , с другой стороны,
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Рис. 3.5. Распределение концентраций морфогенов в клетках вдоль цен-

тральной оси АМП. А. Стабильная структура Б. Разрушение структуры.

В. Вероятность 𝑃 разрушения структуры ниши стволовых клеток за время

20 клеточных циклов в зависимости от 𝜏 (см. пояснения в тексте).

должно играть ключевую роль в устойчивости структуры АМП. На осно-

вании качественных рассуждений можно ожидать, что разрушение струк-

туры АМП произойдет, если в результате серии делений клеток перед ОЦ

он окажется достаточно далеко от первой клетки, и в результате в ней

снизится концентрация 𝑊 . Далее упадет скорость синтеза 𝑌 , и через неко-

торое время это приведет к снижению его концентрации в клетках ОЦ,

и, следовательно, к снижению в них скорости синтеза 𝑊 . Таким образом,

соотношение характерных времен роста и деления клеток, с одной сторо-

ны, и диффузии 𝑊 и 𝑌 , с другой стороны, должно играть ключевую роль

в устойчивости структуры АМП. В качестве характерного времени транс-

портных процессов мы выбрали время достижения определенной концен-

трации 𝑊 в первой клетке в результате его распространения из клеток ОЦ,

где происходит его синтез.

Характерное время определяется в следующем вычислительном экс-

перименте. В начальной аксиоме все концентрации веществ и скорости их

синтеза заданы равными нулю. Начиная с момента 𝑡 = 0 скорость синтеза

вещества 𝑊 в ОЦ (4-я и 5-я клетки массива) равна 1: 𝑔𝑤4 = 1, 𝑔𝑤5 = 1. В

результате синтеза вещества 𝑊 в организационном центре и его транспор-

та будет возрастать его концентрация в первой клетке. Время, необходимое
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для достижения в первой клетке концентрации 𝑊 такой, при которой зави-

симая от 𝑊 скорость синтеза 𝑌 в первой клетке станет равной его значению

при стационарном решении, принимается в качестве единицы характерного

времени процессов в данной динамической системе.

В серии вычислительных экспериментов было определена зависи-

мость вероятности разрушения пространственной структуры ниши стволо-

вых клеток АМП от отношения (𝜏 ) безразмерного характерного времени

распространения морфогена 𝑤 от ОЦ до первой клетки к средней длине

клеточного цикла (3.5 В). В частности, было показано, что увеличение от-

ношения 𝜏 приводит к возрастанию вероятности разрушения структуры

ниши стволовых клеток. Последнее означает, что после возмущения нару-

шается правильная взаимная регуляция экспрессии генов, и в итоге экс-

прессия генов прекращается (рис. 3.5 Б). В случаях относительно быст-

рых темпов клеточного цикла, несмотря на нюансы, разрушение простран-

ственной структуры происходит сходным образом. Например, следующая

цепочка событий приводит к разрушению системы. В результате двух под-

ряд случайный делений клеток ОЦ образуется «плато концентрации» ве-

щества 𝑌 . Это приводит к тому, что в ОЦ снижается концентрация 𝑌 и

концентрация 𝑊 в 1-й клетке. Затем, если разделилась 2-я клетка, зона

синтеза вещества 𝑊 отодвинулась в пятую и шестую клетки, в результа-

те еще более снизилась концентрация 𝑊 в первой клетке. Это привело к

катастрофическому снижению синтеза 𝑌 в первой клетке и дальнейшему

быстрому обнулению концентраций всех остальных веществ, т.е. разруше-

нию системы.

3.4. Заключение к главе 3

В формализме L-систем построена одномерная модель регуляции

структуры возобновительной зоны в биологической ткани на примере апи-

кальной меристемы побега арабидопсиса. Показано, что деление клеток яв-
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ляется возмущающим фактором для системы регуляции структуры возоб-

новительной зоны. Показано, что вероятность разрушения пространствен-

ной структуры возрастает с увеличением безразмерного характерного вре-

мени распространения морфогена 𝑤 от ОЦ до первой клетки к средней

длине клеточного цикла.
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4. Компьютерное моделирование роста эпидермиса

линейной листовой пластинки

Глава посвящена изучению методами компьютерного моделирования

закономерностей однонаправленного симпластного роста эпидермального

слоя линейного листа с учётом биомеханики роста клетки и ткани.

4.1. Биологические предпосылки и назначение модели

4.1.1. Объект моделирования

В качестве биологического объекта для моделирования был выбран

эпидермис линейной листовой пластинки (далее в тексте этой главы, гово-

ря о листе, имеем в виду листовую пластинку). Линейные листья харак-

терны для однодольных растений, в частности, для злаков. Выбор этого

объекта моделирования обусловлен относительно регулярным (по сравне-

нию с поверхностью листа двудольных) паттерном клеток, которые форми-

руют эпидермис. Разделение между эпидермисом и внутренними тканями

является существенной особенностью высших растений [162], поэтому мы

можем в модели рассматривать эпидермис как отдельную плоскую двумер-

ную структуру.

Клеточная структура эпидермиса листа злаков представляет собой

почти параллельные ряды клеток, ориентированные в направлении от ос-

нования до кончика листа, которые формируются в результате однонаправ-

ленного роста и деления меристематических клеток листа в зоне, располо-

женной в его основании. Ряды отличаются друг от друга типом клеток,

из которых состоит ряд. Есть ряды, в которых формируются устьица, ря-

ды с клетками-трихомами, ряды с сильно удлиненными клетками и ряды
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с «обычными» клетками. Как правило, между парой параллельных жи-

лок линейного листа находится одинаковое количество разнотипных рядов,

расположенных в определенном порядке. Симпластный рост растительной

ткани позволил на модельном примере изучать, в некоторой степени, ис-

кусственный эпидермис, составленный из рядов, содержащих лишь «сест-

ринские» клетки (см. обзор литературы, раздел 1.1.2 и рис. 1.6). С одной

стороны, это существенно упрощает модель, с другой, сохраняет все особен-

ности механики симпластного роста, формирования зон роста и динамики

роста листа, что и является предметом изучения данной работы.

4.1.2. Зоны роста и кинетика роста листа пшеницы

Продольный рост листовой пластинки осуществляется в сравнитель-

ной короткой части листа, расположенной в его основании. Эта растущая

часть листовой пластинки состоит из двух зон: меристемы (зоны роста де-

лением клеток) и зоны роста растяжением клеток. Протяженность меристе-

мы существенно меньше, чем зоны роста растяжением. Клетки меристемы

растут с определенной скоростью и делятся, поэтому средняя длина клеток

в этой зоне мало меняется как от места к месту, так и во времени. С пере-

ходом в зону растяжения их деление прекращается, и клетки переходят в

фазу быстрого роста за счет продольного растяжения — их средняя длина

увеличивается в направлении от основания листа к его вершине. В конце

зоны растяжения удлинение клеток прекращается. Существует ряд гипотез

относительно возможных механизмов формирования зон роста. Некоторые

механизмы перехода клеток от роста делением к росту растяжением бы-

ли исследованы на модели роста корня [191]. Авторы работы пришли к

заключению, что формирования размеров зон происходит под влиянием

концентраций ауксина и цитокинина. В то же время в экспериментальной

работе [123] на листе кукурузы было показано, что в листе переход между

зоной роста делением и зоной роста растяжением может определяется рас-
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пределением концентраций фитогормонов (рис. 1.5 из обзора литературы).

В модели, представленной в данной диссертации, принято предпо-

ложение о том, что переход клеток между зонами определяется порогом

концентрации некоторого морфогена, который синтезируется в основании

листовой пластинки. Ранее в работе, посвященной регуляции размеров зон

в апикальной меристеме побега [7], мы исследовали одномерную модель

формирования трех зон на растущем массиве клеток, и показали существо-

вание параметров, при которых обеспечивается устойчивость такой регу-

ляции. Это явилось основанием для того, чтобы в рассматриваемой здесь

модели роста листовой пластинки не моделировать явно регуляцию форми-

рования зон листа, а просто постулировать наличие стабильных зон роста

делением и роста растяжением определенных размеров.

Размеры зоны роста делением и зоны роста растяжением в модели

были взяты из экспериментальных измерений кинетических характеристик

клеток листа пшеницы из работы [23]. В таблице 4.1 приведены экспери-

ментальные данные о линейных размерах зон роста листа и количестве

клеток в каждой зоне для «сестринских клеток» одного из исследованных

в этой работе листьев.

Таблица 4.1. Экспериметальные данные о зонах роста листа пшеницы (из

статьи [23]). Зона роста листа (GZ) включает зону роста делением (DZ) и

зону роста растяжением (EZ).

Название зоны GZ = DZ + EZ

Средняя длина зоны, мм 23.8 3.3 20.5

Среднее количество клеток 356 149 207

Для верификации модели использовались данные о распределении

средних наблюдаемых длин клеток вдоль зоны роста листа пшеницы из

работы [23], представленные на рис. 4.1. Зона роста листа была разбита на
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отрезки по 0.5 мм около основания листа, далее по 1 мм, затем по 2 мм.

Точки на рисунке соответствуют средней длине клеток одного продольного

ряда, которые попали на отрезок.

Рис. 4.1. Экспериментальные данные о распределении длин клеток вдоль

продольного ряда сестринских клеток листа пшеницы из статьи [23]. Точки

обозначают среднюю длину клеток на отрезках, обозначенных серыми ли-

ниями, чёрные вертикальные линии — границы зоны роста делением и зоны

роста растяжением. Красная кривая — аппроксимация данных функцией

Ричардса [120] (𝑓𝑅(𝑡) = 𝑙𝑚𝑎𝑥

(1+𝑒−𝑘(𝑡−𝑥))1/𝑛
, где 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 200, 𝑘 = 0.27, 𝑥 = 9.72,

𝑛 = 0.93).

4.1.3. Механика и кинетика роста растительной клетки

Накопленный к настоящему времени экспериментальный материал

привел к следующим представлениям о механике роста растительной клет-

ки.

Увеличение концентрации сухого вещества в клетке за счёт биосин-

теза ведет к повышению осмотического давления внутри клетки, которое

вызывает приток воды в клетку и повышение гидростатического давления

внутриклеточной жидкости на клеточную стенку. Под влиянием внутрен-

него гидростатического (тургорного) давления клеточная оболочка растя-
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гивается и переходит в напряженно-деформированное состояние — тургор.

Давление, под действием которого вода осмотически притекает в клетку,

равно разности между осмотическим давлением и тургорным давлением.

Эту величину называют водным потенциалом, или сосущей силой. Таким

образом, поток воды внутрь клетки происходит до тех пор пока осмотиче-

ское давление превышает тургорное.

С точки зрения механики роста, растительную клетку можно рас-

сматривать как осмотическую ячейку в упруго-пластической оболочке.

Увеличение размеров клетки происходит за счёт тургорного давления и

пластической деформации клеточной стенки.

Клеточные стенки являются композитными материалами с одинако-

вым планом строения в основе которого лежат жесткие и устойчивые к на-

пряжению микрофибриллы целлюлозы сшитые с матрицей, состоящей из

гемицеллюлозы и/или пектина, структурных белков, и, в некоторых типах

клеток, лигнина [198]. При небольших деформациях материал клеточной

стенки ведет себя как упруго деформируемое тело, т.е. напряжение 𝜎 в теле

пропорционально деформации 𝜖, 𝜎 = 𝐸 𝜖, где 𝐸 — модуль упругости мате-

риала (модуль Юнга). При повышении тургорного давления выше опреде-

ленного порога, разного для разных типов клеток, и при соответствующем

нарастании механического напряжения, клеточная стенка начинает дефор-

мироваться пластически за счет двух процессов. Во-первых, начинается

разрушение связей, ответственных за упругую деформацию, и происходит

перегруппировка частей материала (ползучесть). Во-вторых, начинается

биосинтез вещества клеточной стенки, который клетка добавляет в кле-

точную стенку, чтобы по мере увеличения длины клетки не уменьшалась

ее толщина, т.е. можно предполагать, что клетка активно управляет про-

цессом пластической деформации, изменяя релаксированную длину. При

такой пластической деформации напряжение в клеточной стенке и тургор-

ное давление падают, что способствует возобновлению потока воды внутрь

клетки. Это и есть видимый рост клетки.
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Из таких представлений о механике роста растительной клетки сле-

дует, что соответствующие модели роста клетки требуют знаний о росте

концентрации биомассы и осмолитов в клетке, о росте клеточной стенки и

их регуляции.

Изучение роста и регуляции ростовых процессов отдельных клеток

(рост размера, общей и сухой биомассы и ее состава) до недавнего времени

тормозились большими экспериментальными трудностями. И только срав-

нительно недавно стали появляться данные о динамике роста размеров и

биомассы отдельной клетки, данные о росте клеточной стенки [46], и эти

вопросы активно изучаются по настоящее время [98, 74]. Обзор литературы

показал, что для роста отдельных клеток приводятся разные функции ро-

ста, и нет достаточных оснований для выбора одной функции роста сухой

биомассы клетки для модели. В связи с этим, в данной работе исследова-

лась механика роста растительной клетки при разных предположениях о

росте сухой биомассы клетки и его регуляции.

По такой же причине были рассмотрены два варианта возможной ре-

гуляции роста клеточной стенки на протяжении клеточного цикла: (а) про-

порционально функции роста сухой биомассы, (б) пропорционально скоро-

сти роста сухой биомассы.

Исследование автокаталитической модели роста клетки показало, что

существует набор параметров, при которых клетка растет с постоянной

скоростью. Модель роста ткани с постоянной скоростью роста клетки рас-

сматривалась в качестве одной из альтернативных в работе [191] для мо-

делирования роста корня. Эти обстоятельства определили то, что в моде-

ли роста листовой пластинки, представленной в диссертации, также была

использована кусочно-линейная функция роста клетки. Для средней про-

должительности клеточного цикла в зоне роста делением в модели было

использовано значение 24.7 часа, для средней продолжительности периода

роста растяжением — значение 71.09 часа (данные из работы [23]). Началь-

ные и конечные значения наблюдаемых средних длин клеток в каждой зоне
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приведены в таблице 4.2.

Таблица 4.2. Экспериметальные данные о средних наблюдаемых размерах

(в мкм) клеток в зоне роста делением и в зоне роста растяжением.

Параметр Значение

Средняя начальная длина клетки в зоне роста делением 14.74

Средняя конечная длина клетки в зоне роста делением 29.48

Средняя длина клетки в зоне роста делением 22.11

Средняя длина клетки в зоне роста растяжением 197.2

4.1.4. Симпластный рост растительной ткани и проблема коор-

динации роста клеток

Симпластный рост является отличительным свойством растительной

ткани. При симпластном росте растительной ткани клетки не сдвигаются

друг относительно друга, и топология ткани изменяется только в резуль-

тате деления клеток. При этом, если клетки, из которых составлена ткань,

растут с разными скоростями, в ткани могут возникать механические на-

пряжения. На рис. 4.2 показан пример, когда в листе видимые размеры

двух клеток одинаковы, хотя функции роста их размеров отличаются, по-

этому клетки находятся в напряженно-деформированном состоянии.

Рис. 4.2. Симпластный и свободный рост клетки
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Вопрос о том, как и до какой степени координируется рост клеток в

растительной ткани, остается отрытым до настоящего времени, и этот во-

прос мотивировал исследования, представленные в данной главе. А именно,

была поставлена задача определить, какие механические силы начинают

испытывать клетки, если он растут автономно (т.е. так, как они росли бы

сами по себе), но в составе симпластно растущей ткани. Решение этой за-

дачи является первым шагом к тому, чтобы определить необходимость и

способы регуляции роста клетки для его координации с ростом ткани в

целом.

С другой стороны, в существующих в настоящее время моделях роста

растительной ткани, основанных на моделировании роста клеток (напри-

мер, модели динамики вершин), по умолчанию принимается автономный

рост клеток. И в вычислительных экспериментах показано, что удается

подобрать параметры таких моделей так, что они хорошо воспроизводят

характерные паттерны клеточного строения ткани и его динамику [191].

Тогда возникает вопрос: какие механические условия испытывают при этом

клетки? Современные модели типа динамики вершин не могут на это от-

ветить, т.к. для имитации изменения геометрии клеток при росте ткани

в них используются потенциальные силы, трудно интерпретируемые в со-

держательных терминах механики роста растительной клетки, о которых

говорилось в предыдущем разделе. И это обстоятельство также мотивиро-

вало данную работу.

4.1.5. Назначение клеточно-ориентированной модели роста ли-

ста

Таким образом, были поставлены следующие основные задачи, для

решения которых предназначена клеточно-ориентированная модель роста

листа, разработанная в рамках диссертации.

1. Изучить давления и механические напряжения, действующие на ав-
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тономно растущую клетку в симпластно растущей ткани. Такая за-

дача мотивируется до сих пор не решенной проблемой о роли меха-

нических напряжений и деформаций как регуляторов роста клеток

при морфогенезе.

2. Проверить, при каких условиях модель динамики вершин, основан-

ная на предложенной нами модели роста клетки, может аппроксими-

ровать рост листовой пластинки. Этот вопрос мотивируется тем, что

используемые в настоящее время клеточно-ориентированные модели

роста ткани (модель динамики вершин) рассматривают довольно аб-

страктные потенциалы для описания механики роста.

4.2. Математическое описание модели

4.2.1. Логика построения модели симпластного роста и основ-

ные блоки модели

Компьютерное моделирование однонаправленного симпластного ро-

ста эпидермиса линейной листовой пластинки включало следующие этапы:

1. моделирование автономного роста одной растительной клетки,

2. моделирование симпластного роста автономно пролиферирующих

клеток в зоне роста делением,

3. моделирование симпластного роста автономно пролиферирующих

клеток в зоне роста делением и зоне роста растяжением.

На первом этапе была построена модель биомеханики автономного

роста отдельной растительной клетки. Механика упруго-пластических

деформаций клетки в модели описывается уравнением Локхарта [110] в мо-

дификации Ортеги [131]. Чтобы явно учесть динамику биомассы, которая

является «движущей силой» роста, в разрабатываемую модель был добав-

лен блок роста биомассы. Полученная модель позволила изучить режимы
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автономного роста растительной клетки при разных функциях роста су-

хой биомассы клетки и разных параметрах, определяющих осмотическое и

механическое поведение.

Рассмотрение геометрии однонаправленного роста линейного листа

позволило перейти в модели автономного роста клетки к новым перемен-

ным состояния растущей клетки, которые входят и в описание симпласт-

ного роста.

На следующем этапе была построена модель механики роста клетки

в составе симпластно растущей ткани. Это позволило изучить особенности

механических нагрузок на клетку в составе симпластно растущей ткани.

Наконец, учет зон роста делением и растяжением на листовой пла-

стинке в модели позволил при определённых параметрах аппроксимиро-

вать экспериментальные данные по росту листа пшеницы, и проанализи-

ровать при этом механическое поведение клеток.

4.2.2. Модель биомеханики автономного роста растительной

клетки

Общая модель биомеханики автономного роста растительной

клетки

С учетом механики роста растительная клетка в модели (4.1)–

(4.6) представлена в виде осмотической ячейки (протопласт) в упруго-

пластической оболочке (клеточная стенка). Если протопласт растительной

клетки (клетку без клеточной стенки) поместить в питательный раствор,

в котором эта клетка растет, то ее объем станет таким, что протопласт

будет находиться в осмотическом равновесии с раствором. Этот объем обо-

значили в модели 𝑉 𝑖, и назвали изоосмотическим объёмом клетки. При

таком определении 𝑉 𝑖 количество сухого вещества в клетке (и, при неиз-

менном составе, — осмолитов) будет пропорционально изоосмотическому

объёму клетки, следовательно, мы можем принять его в качестве единицы
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измерения сухой биомассы клетки. Ясно, что при этом концентрация сухой

биомассы в клетке будет пропорциональна 𝑉 𝑖/𝑉 .

𝑑𝑐

𝑑𝑡
= 𝐹𝑔𝑟𝑜𝑤 +

𝜕𝑐

𝜕𝑉
· 𝑑𝑉
𝑑𝑡

(4.1)

𝑃𝑜𝑠𝑚 = 𝑐 𝑅 𝑇 (4.2)

𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔 = 𝐸
𝑉 𝑟 − 𝑉

𝑉 𝑟
(4.3)

Ψ𝑤 = 𝑃𝑜𝑠𝑚 − 𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔 (4.4)
𝑑𝑉

𝑉 𝑑𝑡
= 𝑆 𝐿 Ψ𝑤 (4.5)

𝑑𝑉 𝑟

𝑑𝑡
= 𝜂 Φ({Ξ}, (𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔 − 𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ)) (4.6)

Изменение концентрации сухого вещества 𝑐 в клетке (уравнение 4.1)

за счет биосинтеза (функция роста 𝐹𝑔𝑟𝑜𝑤) и за счет изменения объема

клетки (𝜕𝑐/𝜕𝑉 ) ведет к изменению осмотического давления внутри клет-

ки (уравнение 4.2, где 𝑇 — абсолютная температура, 𝑅 — универсальная

газовая постоянная). Это давление является причиной поступления воды в

клетку, которая при этом упруго растягивает клеточную стенку, что при-

водит к возникновению механического напряжения (𝜖 = (𝑉 𝑟 − 𝑉 ) / 𝑉 𝑟) в

стенке, и, как следствие, — к возникновению гидростатического давления

внутри клетки (это по сути — тургорное давление (уравнение 4.3)). Пере-

менная 𝑉 𝑟 отражает релаксированный объём клетки, т.е. объём, который

примет клеточная стенка, если клетку поместить в гиперосмотический рас-

твор; при этом клетка потеряет тургор, и клеточная стенка перестанет на-

ходиться в напряженно-деформированном состоянии. Поток воды внутрь

клетки (уравнения 4.4 и 4.5) происходит пока осмотическое давление пре-

вышает тургорное. При повышении тургорного давления выше определен-

ного порога 𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ, разного для разных типов клеток, начинается биосин-

тез вещества клеточной стенки. Эти вещества доставляются в стенку, и она

начинает расти со скоростью 𝜂 Φ, зависящей от параметров {Ξ} и от тур-

горного давления (уравнение 4.6). Диаграмма динамической системы, опи-
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сывающей автономный рост растительной клетки в переменных 𝑉 𝑖, 𝑉, 𝑉 𝑟,

представлена на рис. 4.3.

Модель биомеханики однонаправленного роста растительной

клетки

Клетка эпидермиса линейной листовой пластинке представлена в мо-

дели в виде параллелепипеда объёмом 𝑉 = 𝑙 · 𝑟1 · 𝑟2. Поскольку эпидермис

линейной листовой пластинки является плоской структурой, мы рассмат-

ривали его двумерную модель, пренебрегая изменением толщины 𝑟1 клеток

в процессе роста. Клетки в эпидермисе линейной листовой пластинки обра-

зуют параллельные ряды, из чего можно заключить, что в ширину 𝑟2 клет-

ки, как правило, растут согласованно, и при росте не возникает сдвиговых

сил между соседними клетками в ряду. Поэтому в модели роста (4.1) – (4.6)

можно также пренебречь изменением ширины клеток и считать, что в про-

цессе их роста изменяется только их длина 𝑙. Это рассуждение позволяет

перейти от описания механики роста клетки в терминах объёмов к описа-

нию в терминах длин: 𝑙 — видимая длина клетки, 𝑙𝑟 — релаксированная

длина клетки (длина стенки в ненапряженном состоянии), 𝑙𝑖 — изоосмоти-

ческая длина клетки (длина клетки, если бы ее не сдерживала растянутая

клеточная стенка). В этих переменных осмотическое и тургорное давления

можно выразить следующим образом:

𝑃𝑜𝑠𝑚 = 𝛼
𝑙𝑖− 𝑙

𝑙
, (4.7)

𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔 =
𝑆𝑤

𝑆𝑐
𝐸

𝑙 − 𝑙𝑟

𝑙𝑟
, (4.8)

где 𝑆𝑤 — площадь сечения клеточной стенки, 𝑆 = 𝑟 · 𝑟 — площадь сечения

клетки перпендикулярно её длине (здесь и далее будем считать, что 𝑟 =

𝑟1 = 𝑟2), 𝐸 — модуль Юнга материала клеточной стенки, 𝛼 — коэффициент

осмотического давления.
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Рис. 4.3. Диаграмма Форрестера для модели автономного роста раститель-

ной клетки. Обозначения: 𝑉 𝑖 — изоосмотический объём клетки, 𝑉 — на-

блюдаемый объём клетки, 𝑉 𝑟 — релаксированный объём клетки, 𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔 —

тургорное давление, 𝑃𝑜𝑠𝑚 — осмотическое давление, Ψ𝑤 — водый потен-

циал, 𝜂 — коэффициент роста клеточной стенки, 𝐿𝑝 — гидропроводность

клеточной стенки, 𝐸 — модуль Юнга материала клеточной стенки, 𝛼 —

коэффициент пересчета осмотического давления.
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Тогда скорость изменения наблюдаемой длины клетки 𝑙 выражается

уравнением:

𝑑𝑙

𝑑𝑡
= 𝑟 · 𝑙 · 𝐿 ·

(︂
𝛼

𝑙𝑖− 𝑙

𝑙
− 𝑆𝑤

𝑆𝑐
𝐸

𝑙 − 𝑙𝑟

𝑙𝑟

)︂
, (4.9)

Или для удельной скорости роста:

𝑑𝑙

𝑙 𝑑𝑡
= 𝑟 · 𝐿 ·

(︂
𝛼

𝑙𝑖− 𝑙

𝑙
− 𝑆𝑤

𝑆𝑐
𝐸

𝑙 − 𝑙𝑟

𝑙𝑟

)︂
. (4.10)

Зависимость изменения релаксированной длины клетки 𝑙𝑟 от времени

определяется уравнением:

𝑑𝑙𝑟

𝑑𝑡
= 𝜂 Φ

(︂
{Ξ},

(︂
𝑆𝑤

𝑆𝑐
𝐸

𝑙 − 𝑙𝑟

𝑙𝑟
− 𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ

)︂)︂
. (4.11)

Рост изоосмотической длины 𝑙𝑖 задаётся явной функцией роста:

𝑙𝑖 (𝑡) = 𝐹𝑔𝑟𝑜𝑤(𝑡) (4.12)

Таким образом, модель однонаправленного роста клетки определяет-

ся уравнениями (4.9) – (4.12),

Механика симпластного однонаправленного роста двух расти-

тельных клеток

Для моделирования симпластного роста клеток в растительной тка-

ни полезно рассмотреть простой случай симпластного роста двух клеток.

Пусть механические свойства клеточной стенки такие, что дополнительная

сила, приложенная вдоль одной стороны клетки, параллельной направле-

нию роста клетки, вызывает продольную деформацию клетки без изме-

нения ее формы как прямоугольного параллелепипеда. В этом случае две

симпластно растущие клетки остаются прямоугольными параллелепипеда-

ми и характеризуются переменными 𝑙𝑖1, 𝑙1, 𝑙𝑟1 и 𝑙𝑖2, 𝑙2, 𝑙𝑟2. Чтобы найти

скорость их симпластного роста, рассмотрим следующую ситуацию. Пусть
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эти две клетки растут автономно с разными скоростями. И пусть в неко-

торый момент времени они имеют одинаковую длину (𝑙), и в этот момент

их склеили продольными сторонами, так что они стали расти симпластно.

В результате клетки станут оказывать друг на друга дополнительные си-

лы (одинаковые по величине и разные по направлению). При одинаковых

поперечных сечениях клеток и клеточных стенок и одинаковых значениях

упругости материалов клеточных стенок эти дополнительные силы можно

выразить как дополнительные давления 𝑃𝑒𝑥, приложенные вдоль направ-

ления роста. В этот момент скорости роста клеток будут выражаться:

𝑑𝑙1
𝑑𝑡

= 𝑟 · 𝑙 · 𝐿 · (𝑃𝑜𝑠𝑚,1 − 𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔,1 + 𝑃𝑒𝑥), (4.13)

𝑑𝑙2
𝑑𝑡

= 𝑟 · 𝑙 · 𝐿 · (𝑃𝑜𝑠𝑚,2 − 𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔,2 − 𝑃𝑒𝑥), (4.14)

и будут равны 𝑑𝑙1/𝑑𝑡 = 𝑑𝑙2/𝑑𝑡 = 𝑑𝑙/𝑑𝑡, поскольку клетки стали расти сим-

пластно. Отсюда величина дополнительного давления, которое клетки ока-

зывают друг на друга равна:

𝑃𝑒𝑥 =
1

2
((𝑃𝑜𝑠𝑚,2 − 𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔,2) − (𝑃𝑜𝑠𝑚,1 − 𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔,1)) . (4.15)

Подстановка 𝑃𝑒𝑥 в уравнение 4.13 с учетом 𝑑𝑙1/𝑑𝑡 = 𝑑𝑙/𝑑𝑡 дает выражение

для скорости симпластного роста клетки:

𝑑𝑙

𝑑𝑡
= 𝑟 · 𝑙 · 𝐿 ·

(︂
𝑃𝑜𝑠𝑚,1 − 𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔,1 +

1

2
((𝑃𝑜𝑠𝑚,2 − 𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔,2) − (𝑃𝑜𝑠𝑚,1 − 𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔,1))

)︂
=

1

2
𝑟 · 𝑙 · 𝐿 · ((𝑃𝑜𝑠𝑚,1 − 𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔,1) + (𝑃𝑜𝑠𝑚,2 − 𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔,2))

=
1

2

(︂
𝑑𝑙1
𝑑𝑡

+
𝑑𝑙2
𝑑𝑡

)︂
.

(4.16)

Таким образом, при одинаковых параметрах механических свойств

материала клеточных стенок, скорость двух автономно растущих и скле-

енных между собой клеток (симпластная скорость роста) равна средне-
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му арифметическому их автономных скоростей роста. Нетрудно убедить-

ся, что симпластная скорость роста нескольких склеенных между собой

клеток так же равна среднему арифметическому их автономных скоростей

при определенных выше условиях.

4.2.3. Геометрическая модель линейной листовой пластинки и

механика симпластного роста клеток

Хотя эпидермис листа пшеницы состоит из разных типов клеток,

механика симпластного роста позволяет в модели эпидермиса рассмат-

ривать только ряды с определённым типом клеток. В модели были рас-

смотрены «сестринские» клетки, обозначенные пунктирными стрелками

на рис. 4.4 А. В результате, поверхность линейного листа в модели пред-

ставлена как «кирпичная кладка» из прямоугольных клеток, уложенных

в продольные ряды, в которых все клетки имеют одинаковую и постоян-

ную ширину и разную длину (вследствие разных скоростей роста клеток),

при этом «модельный лист» тоже имеет форму прямоугольника. Ввиду та-

кой простой топологии, несмотря на то, что нас интересует поверхность

листа, мы можем моделировать ткань не как двумерную, а как несколько

одномерных цепочек, которые «склеены» между собой, последнее как раз

и учитывает симпластный рост.

В данной работе мы предположили, что клетка в листовой пластинке

растет в оптимальных условиях, и её рост описывается такой же завися-

щей от времени функцией роста для изоосмотической длины, как и для

одиночной клетки, и имеет такие же механические параметры (табл. 4.3).

Единственным дополнительным условием является то, что её стенки скле-

ены со стенками соседних клеток.

И, так как соседние клетки могут расти с разными скоростями, общие

фрагменты их стенок вызывают взаимные дополнительные напряжения

друг в друге. В результате скорость роста общего фрагмента становится
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Рис. 4.4. А. Эпидермис листа пшеницы (Изображение получено А.В. До-

рошковым, и обработано автором диссертации в пакете Mathematica).

Б. Схема разбиения клеток «модельного листа» на фрагменты {𝜆1, 𝜆2, ...}.
При таком разбиении, например, фрагмент 𝜆2 принадлежит клеткам 𝑐𝑒𝑙𝑙11,

𝑐𝑒𝑙𝑙21 и 𝑐𝑒𝑙𝑙32. В. Сила, растягивающая фрагмент есть сумма сил, растяги-

вающих клетки, куда входит фрагмент.

отличной от скоростей свободного роста соответствующих клеток, и, сле-

довательно, рост клеточной стенки в пределах одной клетки становится

неоднородным.

Рассмотрим прямоугольный пласт из прямоугольных клеток

(рис. 4.4 Б) в координатах 0𝑥𝑦, так что клетки растут в направлении

0𝑦. Занумеруем продольные ряды клеток в направлении 0𝑥 индексом 𝑛

(𝑛 = 1, ..., 𝑁), а в каждом продольном ряду в направлении 0𝑦 — индексом

𝑚, (𝑚 = 1, ...,𝑀𝑛). Для моделирования симпластного роста клеток в

линейной ткани каждую клетку разобьем на фрагменты следующим

образом. Границу каждой клетки, параллельную 0𝑥 продолжим через весь

клеточный пласт, в результате, в направлении 0𝑦 лист будет разбит на

фрагменты, которые занумеруем индексом 𝑘, (𝑘 = 1, ..., 𝐾), а длину 𝑘-го

фрагмента обозначим через 𝜆𝑘.

С механической точки зрения фрагмент 𝜆𝑘 листа представляет собой
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склеенные фрагменты клеток, на каждый из которых действует своя сила,

определяемая тургорным давлением в соответствующей клетке. Следова-

тельно, на весь фрагмент действует сумма этих сил (рис. 4.4 В). Если для

упрощения модели предположить, что параметры, определяющие механи-

ческое поведение (𝐿, 𝜂, 𝛼,𝐸), одинаковы для всех клеток, то суммарные

значения сечений для всего фрагмента будут равны соответствующим зна-

чением для одной клетки, умноженным на количество клеток. Из рассмот-

ренных в разделе 4.2.2 соображений следует, что изменение длины общего

для всех клеток фрагмента определяется формулой:

𝑑𝜆𝑘

𝑑𝑡
=

𝜆𝑘

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

(︂
𝑑𝑙𝑚𝑛

𝑙𝑚𝑛𝑑𝑡

)︂
𝑓

, (𝑚 : 𝜆𝑘 ∈ 𝑙𝑚𝑛), (4.17)

где
(︁

𝑑𝑙𝑚𝑛

𝑙𝑚𝑛𝑑𝑡

)︁
𝑓

— удельная скорость изменения длины клетки в данный мо-

мент времени, если бы у нее не было механических связей с соседними

клетками. Эта скорость определяется формулой (4.10) для соответствую-

щих клеток.

Наблюдаемая длина каждой клетки в составе ткани есть сумма

длин принадлежащих ей фрагментов:

𝑑𝑙𝑚𝑛

𝑑𝑡
=
∑︁

𝜆𝑘∈𝑙𝑚𝑛

𝑑𝜆𝑘

𝑑𝑡
=
∑︁

𝜆𝑘∈𝑙𝑚𝑛

𝜆𝑘

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

(︂
𝑑𝑙𝑚𝑛

𝑙𝑚𝑛𝑑𝑡

)︂
𝑓

(4.18)

В данной работе мы изучаем следствия предположения, что клетка

в ткани растет автономно, поэтому рост изоосмотической длины (𝑙𝑖𝑚𝑛) и

релаксированной длины (𝑙𝑟𝑚𝑛) регулируется каждой клеткой так как ес-

ли бы она росла свободно. Функция роста рост изоосмотической длины

𝑙𝑖𝑚𝑛(𝑡, 𝑡0, 𝑙𝑖
0
𝑚𝑛) каждой клетки задаётся явной функцией, которая зависит

от времени, момента времени 𝑡0, когда клетка появилась, и от её начальной

изоосмотической длины 𝑙𝑖0𝑚𝑛.
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4.2.4. Формализация модели симпластного роста в виде dL-

системы

С учётом специфики геометрии линейного листа для моделирования

однонаправленного роста двумерной растительной ткани мы модифициро-

вали формализм дифференциальных L-систем в так называемые «Скле-

енные dL-системы» (глава 2). Динамику клеточной структуры линейно-

го листа, состоящего из 𝑁 параллельных продольных рядов клеток, мы

моделировали с помощью 𝑁 одномерных dL-систем, каждая из которых

моделирует динамику структуры отдельного продольного ряда.

Алфавит каждой dL-системы состоит из 3-х букв, обозначающих

клетку зоны деления, клетку переходной зоны и клетку зоны растяжения

(𝑉 = {𝐷,𝑇,𝐸}). Состояние каждой клетки описывается вектором пара-

метров {𝑙𝑖, 𝑙, 𝑙𝑟, 𝑡0, 𝑙𝑖0} — изоосмотическая, наблюдаемая и релаксирован-

ная длины клетки, момент времени, когда клетка появилась, и начальная

изоосмотическая длина клетки.

Для того чтобы обеспечить согласованную работу была введена еще

одна управляющая одномерная dL-система, которая моделирует динами-

ку структуры фрагментов клеток. Алфавит этой dL-системы состоит из

одной буквы (𝜆), а параметрами являются длина фрагмента и вектор дли-

ны 𝑁 , 𝑖-й компонентой которого является номер клетки, содержащей дан-

ный фрагмент в 𝑖-м продольном клеточном ряду.

Динамика переменных состояния определяется общей системой диф-

ференциальных уравнений для параметров 𝑙𝑖, 𝑙𝑟, 𝜆 для всех клеток и фраг-

ментов. При делении какой-либо клетки система перестраивается в соответ-

ствии с новым набором переменных и новой клеточной структурой ткани.

Правило переписывания является общим для всех 𝑁 + 1 dL-систем и

срабатывает в момент 𝑡* деления какой-либо клетки 𝐷 из зоны деления,

когда её изоосмотическая длина 𝑙𝑖 достигает критического значения 𝑙𝑖𝑚𝑎𝑥.

В этот момент выбирается параметр деления клетки 𝑑 и клетка переписы-
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вается следующим образом:

𝐷(𝑙𝑖, 𝑙, 𝑙𝑟, 𝑡0, 𝑙𝑖0) → 𝐷(𝑑 · 𝑙𝑖, 𝑑 · 𝑙, 𝑑 · 𝑙𝑟, 𝑡*, 𝑑 · 𝑙𝑖)

𝐷((1 − 𝑑)𝑙𝑖, (1 − 𝑑)𝑙, (1 − 𝑑)𝑙𝑟, 𝑡*, (1 − 𝑑)𝑙𝑖),

а именно изоосмотическая, наблюдаемая и релаксированная длины ма-

теринской клетки делятся между дочерними клетками в отношении 𝑑 :

(1−𝑑), начальные изоосмотические длины дочерних клеток получают зна-

чения 𝑑 · 𝑙𝑖 и (1 − 𝑑) 𝑙𝑖, моменты времени появления дочерних клеток —

значения 𝑡*. Параметр 𝑑 является нормально распределенной случайной

величиной со средним значением 𝜇𝑑 = 0.5 и среднеквадратичным отклоне-

нием 𝜎𝑑 = 0.1, с дополнительным условием 0.1 < 𝑑 < 0.9. В соответствии с

тем, как разделилась наблюдаемая длина материнской клетки, определя-

ется фрагмент 𝜆𝑚, который нужно разделить и вычисляется коэффициент

его деления, вектор номеров клеток разделившегося фрагмента 𝜆𝑚 пере-

писывается в соответствии с новой структурой клеток.

Аксиома задаётся списком букв алфавита, снабжённых параметра-

ми, которые представляют клетки и составляют «модельный лист» из 𝑁

продольных рядов, в каждом ряду 10 клеток.

Состояние системы (т.е. клеточная структура листа + параметры кле-

ток) на каждом временном шаге записывается в отдельный список, кото-

рый отражает все изменения, происходившие со структурой листа во время

вычислительного эксперимента, и позволяет обрабатывать и визуализиро-

вать результаты.

4.3. Вычислительные эксперименты, результаты и обсуждение

4.3.1. План вычислительных экспериментов

План вычислительных экспериментов, изложенных в данном разделе

отражает логику построения моделей. Вначале описывается исследование
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автономного роста одиночной клетки. В частности, изучается влияние раз-

ных функций роста сухой биомассы и функций регуляции роста клеточной

стенки на видимый рост и механические характеристики. Затем исследу-

ются особенности автономного роста клеток в симпластно растущей ткани.

И завершается описание вычислительными экспериментами по аппрокси-

мации роста эпидермиса листа пшеницы.

4.3.2. Исследование роста одиночной клетки

Вычислительные эксперименты проводили с моделью автономного

роста растительной клетки, формализованной в системе уравнений (4.9) –

(4.12). Функция роста для изоосмотической длины клетки 𝑙𝑖(𝑡) в моде-

ли задаётся явной функцией. Основываясь на опубликованных данных

о возможных функциях роста клеток и на основе биологических сооб-

ражений, мы проверили несколько функций роста: экспоненциальную,

экспоненциально-квадратичную, линейную и сигмоидную (рис. 4.5).

Рис. 4.5. Изменение изоосмотической длины клетки от 5 до 10 мкм за время

клеточного цикла, равное примерно 25 часам. А Графики функций роста,

Б графики удельных скоростей роста.

Для моделирования управления ростом релаксированной длины кле-

точной стенки (𝑑𝑙𝑟/𝑑𝑡) функция роста Φ(·) была представлена в виде

𝑑𝑙𝑟

𝑑𝑡
= 𝜂 Φ1({Ξ}) (𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔 − 𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ)3 𝜃 (𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔 − 𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ) , (4.19)
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где 𝜂 — коэффициент роста клеточной стенки, 𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ — порог тургор-

ного давления, при котором начинается рост релаксированной длины клет-

ки, 𝜃 — функция Хевисайда. Строя такую функцию, мы предполагали, что

клетка может синтезировать материал на строительство клеточной стен-

ки со скоростью, пропорциональной степенной функции от её деформации

и некоторой управляющей функции Φ1({Ξ}). В вычислительных экспери-

ментах мы рассмотрели два варианта функций управления: Φ1({Ξ}) = 𝑙𝑖

и Φ1({Ξ}) = 𝑑𝑙𝑖/𝑑𝑡. В первом варианте скорость роста клеточной стенки

пропорциональна сухой биомассе клетки, во втором — скорости роста сухой

биомассы.

В таблице 4.3 приведены значения «стартового набора» параметров

модели, оцененные по косвенным данным, содержащимся в литературе. В

вычислительных экспериментах при изучении поведения различных вари-

антов модели параметры модели варьировались вокруг этого «стартового

набора».

Экспоненциально-квадратичная скорость роста.

Экспоненциально-квадратичная функция:

𝑙𝑖(𝑡) = 𝑙𝑖(𝑡0) 𝑒𝜈 (𝑡−𝑡0)2 (4.20)

была получена аппроксимацией экспериментальных данных по росту мас-

сы дрожжевой клетки из работы [36], нормировочный коэффициент 𝜈 =

1/900 подбирался из условия, что изоосмотическая длина клетки вырастает

от 5 мкм до 10 мкм за время 𝑡* = 30
√
𝑙𝑛 2 ≈ 25 часов. Такой вид функ-

ции был выбран по двум причинам: во-первых, чтобы отобразить наличие

лаг-периода в динамике роста массы после появления дочерних клеток, и

во-вторых, чтобы функция роста была гладкой, что удобно при модели-

ровании роста ткани. Остальные параметры модели были взяты из табли-

цы 4.3. Для расчета использовался пакет «МРТ».
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Таблица 4.3. Значения параметров модели (𝑃равн. — механически равно-

весный режим, 𝑃неравн. — механически неравновесный режим)

Параметр 𝑃неравн. 𝑃равн. Ссылка

𝑙𝑖0 — начальная изоосмотическая длина клет-

ки, мкм

5 5 [197]

𝑟 — ширина и высота клетки, мкм 4 4 [197]

𝑆𝑐 — поперечное сечение клетки, мкм2 4 4 [197]

𝑆𝑤 — поперечное сечение клеточной стенки,

мкм2

1.6 1.6 [197]

𝐿 — коэффициент гидропроводности,

(мкм ч бар)−1

0.2 40 [128]

𝛾 — коэффициент для осмотического давле-

ния, бар

750 10 [128]

𝐸 — модуль Юнга для клеточной стенки, бар 375 1000 [67]

𝜂 — коэффициент роста клеточной стенки 0.15 0.15 [67]

𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ — порог тургорного давления, бар 2 2 [128]
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Метод расчёта начальных значений 𝑙0 и 𝑙𝑟0. Проблема состоит в том,

что нам, как правило, не известны начальные значения наблюдаемой и

релаксированной длин. Однако, из соображений (гипотезы) о повторяемо-

сти траектории состояния клетки от цикла к циклу, по крайней мере, при

симметричном делении, мы пришли к следующему эвристическому алго-

ритму. Начинаем счёт с одинаковых стартовых значений начальных длин

(𝑙𝑖0 = 𝑙0 = 𝑙𝑟0). Имитируем рост до удвоения изоосмотической длины,

имитируем деление клетки, получая начальные длины делением конеч-

ных длин пополам, и запускаем следующий цикл роста также до удвое-

ния изоосмотической длины. Повторяем циклы роста и деления пополам

до совпадения траекторий на очередных циклах роста. Таким образом, на-

ходим «правильные» начальные длины 𝑙0 и 𝑙𝑟0. Как правило, для этого

достаточно два-три цикла роста и деления.

Рост клетки в квазимеханическом равновесии. Поскольку оценка па-

раметров модели роста клетки проводилась по косвенным литературным

данным, а в опубликованных экспериментальных данных имеется значи-

тельная вариация, было проведено исследование динамики роста клетки

при разных параметрах. В результате выяснилось, что имеется набор па-

раметров, при которых происходит быстрое выравнивание осмотического

потенциала и тургорного давления в клетке за счет большой скорости по-

тока воды. Это означает, что рост клетки происходит в условиях механи-

ческого равновесия — осмотическое давление равно тургорному.

Результаты вычислительных экспериментов при разных комбина-

циях параметров модели приведены на рис. 4.6. Четыре графика соответ-

ствуют разным комбинациям функции управления ростом релаксирован-

ной длины клетки и механическому режиму её роста. При сравнении гра-

фиков следует отметить, в частности, что при равновесном режиме роста

(𝑃равн.) осмотическое и тургорное давления имеют быстрый переходный

период сразу после появления дочерней клетки, и потом находятся почти на
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Рис. 4.6. Результаты моделирования автономного роста клетки. Функция

роста 𝑙𝑖(𝑡) = 𝑙𝑖(𝑡0) 𝑒𝜈 (𝑡−𝑡0)2. Функция роста клеточной стенки: (А – Г)

Φ1({Ξ}) = 𝑙𝑖, (Д – З) Φ1({Ξ}) = 𝑙𝑖, механически неравновесный режим: А,

Б, Д, Е, механически равновесный режим: В, Г, Ж, З.

стационарном уровне. При механически неравновесном режиме (𝑃неравн.)

осмотическое и тургорное давления изменяются на протяжении клеточного

цикла. Вид функции управления ростом (релаксированной длины) клеточ-

ной стенки отражается на изменении величин давлений и практически не

изменяет их временного хода для одной и той же функции роста сухой

биомассы.

Исследование автономного роста клетки при разных вариантах

скорости роста сухой биомассы.

Для сравнительного изучения влияния функции роста сухой биомас-

сы на механическое поведение клетки, другие возможные виды функции

роста сухой биомассы (линейную и сигмоидную) строились так, чтобы

клетка вырастала от 5 мкм до 10 мкм за время 𝑡* = 30
√
𝑙𝑛 2 часов, т.е., что-

бы длина клеточного цикла была одинаковой для всех вариантов скорости
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роста сухой биомассы.

Сигмоидная функция роста сухой массы клетки рассматривалась по

следующим соображениям. Как известно, синтез биомассы клетки проис-

ходит во время фазы G1 клеточного цикла. Далее, перед митозом следует S

фаза, во время которой происходит репликация генома клетки. Мы предпо-

ложили, что в это время биосинтез компонентов цитоплазмы заторможен,

и, таким образом, функция роста массы имеет сигмоидную форму. Резуль-

таты вычислительных экспериментов при разных комбинациях параметров

модели приведены на рис. 4.7.

Рис. 4.7. Результаты моделирования автономного роста клетки для сигмо-

идной функции роста 𝑙𝑖(𝑡) = 𝑙𝑖(𝑡0)− 𝛿 + 𝑙𝑖(𝑡*)−𝑙𝑖(𝑡0)+2𝛿

1+(
𝑙𝑖(𝑡*)−𝑙𝑖(𝑡0)+𝛿

𝛿 )−2(𝑡−𝑡0−0.5𝑡*)/𝑡* . Функция

роста клеточной стенки: (А – Г) Φ1({Ξ}) = 𝑙𝑖, (Д – З) Φ1({Ξ}) = 𝑙𝑖, ме-

ханически неравновесный режим: А, Б, Д, Е, механически равновесный

режим: В, Г, Ж, З.

Линейная функция роста сухой биомассы получается из автокатали-

тических представлений о синтезе компонентов клетки. Именно, предпо-

ложим, что в отсутствии внешних ограничений в компонентах питания и

постоянном парциальном составе сухой биомассы клетки скорость синте-
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зов внутри клетки описывается реакцией первого порядка: 𝑐̇ = 𝜇 𝑐, где 𝑐 —

концентрация сухой биомассы в клетке и 𝜇 — константа скорости синтеза.

С другой стороны, при поступлении в клетку воды её объем увеличивает-

ся, что приводит к уменьшению концентрации сухой биомассы. В итоге,

скорость изменения концентрации сухой биомассы описывается системой

уравнений:

𝑑𝑐

𝑑𝑡
= 𝜇 𝑐− 𝑐

𝑑𝑙

𝑙 𝑑𝑡
, (4.21)

𝑃𝑜𝑠𝑚 = 𝑐 𝑅 𝑇, (4.22)

𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔 = 𝐸
𝑙𝑟 − 𝑙

𝑙𝑟
, (4.23)

𝑑𝑙

𝑙𝑑𝑡
= 𝑆 𝐿 (𝑃𝑜𝑠𝑚 − 𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔), (4.24)

𝑑𝑙𝑟

𝑑𝑡
= 𝜂 Φ1({Ξ}) (𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔 − 𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ)3 𝜃[𝑃𝑡𝑢𝑟𝑔 − 𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ], (4.25)

Из решения системы уравнений 4.21 — 4.25 находим рост сухой биомассы

𝑚(𝑡) = 𝑐(𝑡) 𝑙(𝑡).

Рис. 4.8. Результаты моделирования автономного роста клетки при авто-

каталитическом росте сухой биомассы. А. Динамика наблюдаемой (𝑙) и ре-

лаксированной (𝑙𝑟) длин клетки, Б. динамика сухой биомассы клетки (𝑚).

Вычислительные эксперименты с моделью показаны на рис. 4.8. Вид-

но, что при выбранных параметрах рост длины и сухой биомассы (в рам-

ках рассмотренной выше модели 𝑙𝑖 пропорционально 𝑚) клетки происходит
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практически линейно. Это послужило аргументом для изучения линейной

функции роста для сухой биомассы (т.е., для изоосмотической длины).

Результаты вычислительных экспериментов для линейной функции

при разных комбинациях параметров модели приведены на рис. 4.9.

Рис. 4.9. Результаты моделирования автономного роста клетки для линей-

ной функция роста 𝑙𝑖(𝑡) = 𝑙𝑖(𝑡0) + 𝑎(𝑡 − 𝑡0). Функция роста клеточной

стенки: (А – Г) Φ1({Ξ}) = 𝑙𝑖, (Д – З) Φ1({Ξ}) = 𝑙𝑖, механически нерав-

новесный режим: А, Б, Д, Е, механически равновесный режим: В, Г, Ж,

З.

Итак, в вычислительных экспериментах с моделью автономного ро-

ста клетки показано, что заданная функция роста сухой биомассы клетки

определяет функции роста похожей формы для её видимой и релаксиро-

ванной длин. При механически неравновесном режиме разные функции

роста приводят к различному изменению осмотического и тургорного дав-

лений на протяжении клеточного цикла, в то же время при равновесном

режиме давления остаются почти постоянными во время клеточного цик-

ла, и вид функции роста сухой биомассы практически не влияет на эти

давления. Вид функции управления ростом (релаксированной длины) кле-

116



точной стенки отражается на изменении величин давлений и практически

не изменяет их временного хода для одной и той же функции роста сухой

биомассы. Кроме того показано, что уменьшение 𝐿 ведет к увеличению

разницы между осмотическим и тургорным давлениями, и осмотическое

давление увеличивается в течение клеточного цикла (т.е., растет концен-

трация сухой биомассы), а уменьшение 𝜂 ведет к увеличению давлений, не

сильно влияя на форму их динамики.

Следует отметить, что режим роста в состоянии механического ква-

зиравновесия используется при имитации роста ткани в моделях динамики

вершин [114].

4.3.3. Исследование влияния симпластного роста на механику

клеток в линейной листовой пластинке

Для того, чтобы выявить механические особенности симпластного ро-

ста клеток в ткани, мы сравнили длины и давления в этих клетках с клет-

ками, растущими автономно и независимо друг от друга, используя стати-

стические закономерности распределения длин клеток в обоих вариантах

роста. Для такого сравнения нам надо было стандартизовать состояние

этих популяций, которые начинают расти из одной клетки.

В простой модели, которая принята в данной работе, вариация дли-

тельности клеточного цикла зависит от размера дочерней клетки. При

среднеквадратичном отклонении параметра деления равном 0.1 (случай-

ное отклонение при делении материнской клетки) вычислительные экспе-

рименты с моделью показали [7], что существенная синхронизация кле-

точных циклов в файлах продолжается на протяжении 14 делений. За это

время число клеток возросло приблизительно до 10000, их суммарная дли-

на стала около 80 мм, а длительность роста около составила 350 часов (при

средней длине клеточного цикла около 25 часов). Судя по имеющимся дан-

ным, такая синхронность наблюдается только в специальных эксперимен-
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тальных условиях [151]. Для того, чтобы рассинхронизировать клеточные

циклы, вначале имитировали рост и деление клеток при нереальных откло-

нениях от симметричного деления клеток — среднеквадратичное отклоне-

ние асимметрии 0.2 и ограничения на вариабельность дочерних клеток от

0.1 до 0.9 от размера делящейся клетки (10 мкм). После порождения пу-

ла асинхронно делящихся клеток с аномальной вариацией размеров, мы

возвращали более правдоподобную вариабельность асимметрии деления, и

продолжали счет на протяжении времени, равном двум средним клеточ-

ным циклам. За это время вариабельность длин клеток возвращалась к

норме. Это было стартовым состоянием для вычислительного эксперимен-

та.

Моделирование пролиферации в популяции свободно растущих

клеток

Вычислительный эксперимент проводили по следующей схеме. Из

стартовой популяции делали случайную выборку из 100 клеток, и имити-

ровали их рост на протяжении времени около 100 часов (4 средних клеточ-

ных цикла). По ходу счета сохраняли координаты концов клеток в каждом

клеточном файле. По полученной траектории строили распределение мо-

ментов делений клеток. Из-за частичной синхронизации это распределение

имело периодическую составляющую. Затем на интервале времени от вто-

рого до третьего минимумов распределения клеточных делений (примерно

один клеточный цикл) строили гистограммы распределений изоосмотиче-

ской, релаксированной и реальной длин клеток в моментах времени «min-

1» (первый минимум распределения), «increasing» (середина между момен-

тами «min-1» и «max»), «max» (максимум распределения), «decreasing»

(середина между моментами «max» и «min-2»), «min-2» (второй минимум

распределения).

На рис.4.10 приведены распределения в выбранных точках траекто-
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Рис. 4.10. Гистограммы распределений изоосмотической и реальной длин в

популяции свободно растущих клеток. Гистограммы построены в моменты

времени: «min-1», «increasing», «max», «decreasing», «min-2». («period») —

среднее распределение длин за интервал, равный одному клеточному

циклу.
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рии роста. Как и следовало ожидать исходя из того, что при выбранных

параметрах модели рост релаксированной длины для одной клетки оди-

наково хорошо отслеживает рост изоосмотической длины при любом ее

начальном значении, распределения этих длин в свободно растущей попу-

ляции практически совпадают.

Влияние симпластного роста клеток на распределение их наблю-

даемых размеров

Из 100 клеток, выбранных из стартовой популяции для моделирова-

ния свободного роста, путем случайных перестановок получили 10 файлов

одинаковой суммарной длины по 100 клеток в каждом. Их расположили

параллельно друг другу, чтобы получился прямоугольник — модель ли-

стовой пластинки. Рост листовой пластинки считали по алгоритму, опи-

санному в разделе выше, основанному на модели симпластного роста кле-

ток (раздел 4.2.3). Для сравнения состояния популяции клеток в ткани все

показатели строились в моменты времени роста ткани аналогичные момен-

там времени для показателей свободного роста популяции клеток («min-1»,

«increasing», «max», «decreasing», «min-2»). Рис. 4.11 демонстрирует дина-

мику распределения клеток по клеточному циклу в образцах ткани в вы-

бранные моменты времени.

Для более детального отображения состояния клеток в ткани на

рис. 4.12 приведены диаграммы рассеяния точек, представляющих клетки

в координатных осях («изоосмотическая длина»/«реальная длина»). Рас-

сеяние точек в моменты времени «min-1», «increasing», «max» показывает,

что простая модель управления ростом релаксированной длины клетки при

симпластном росте приводит к отклонению реальной и релаксированной

длин от изоосмотической, в то время как рассеяние точек для свободного

роста формирует биссектрису угла. Ниже биссектрисы расположены клет-

ки, сжатые по сравнению с их реальной длиной при свободном росте, а
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Рис. 4.11. Распределение клеток по фазе клеточного цикла в образцах

участков листовой пластинки в разные моменты роста. Оттенкам серого

соответствует изоосмотическая длина: светлые клетки — только поделив-

шиеся, черные — около 10 мкм («в фазе деления»). Образцы взяты в мо-

менты времени «min-1», «increasing», «max», «decreasing», «min-2».

Рис. 4.12. Рассеяние точек, представляющих клетки в координатных осях

(«изоосмотическая длина»/«реальная длина»), в моменты времени «min-

2», «increasing», «max». Серые точки представляют клетки, растущие сим-

пластно, черные — свободно растущие
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Рис. 4.13. Графики плотности распределений наблюдаемых (реальных)

длин в популяциях свободно и симпластно растущих клеток за интервал

времени, равный одному клеточному циклу

выше биссектрисы — растянутые. При свободном росте клетки с нормаль-

ным тургором, её длины, которые являются переменными состояния клет-

ки в модели, ранжированы в «естественном» порядке: релаксированная ≤
реальная ≤ изоосмотическая. При этом движущей силой роста клетки яв-

ляется рост ее изоосмотической длины, как функции времени (автономный

механизм роста сухой биомассы в оптимальных условиях). Регуляторный

механизм роста клеточной стенки (рост релаксированной длины) вместе с

параметрами гидропроводимости клеточной границы (в модели — посто-

янные) обеспечивают регуляцию роста реальной длины клетки. При этом

входным сигналом для регуляции скорости роста релаксированной длины

является деформация клеточной стенки. И для свободного роста такая ре-

гуляция работает. Однако, при симпластном росте реальная длина клетки

и её динамика отличаются от таковых для свободной клетки из-за меха-

нического влияния склеенных с ней клеток из других файлов, и входной

сигнал для механизма регуляции получает «неправильное» значение, что и

приводит к неадекватной регуляции. Поэтому распределения наблюдаемых

длин клеток при симпластном и свободным росте значительно различаются

(см. рис. 4.13).
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Рис. 4.14. Кусочно-линейная функция роста изоосмотической длины клет-

ки, DZ — зона роста делением, EZ — зона роста растяжением.

4.3.4. Моделирование роста эпидермиса листа пшеницы

Задачей данного этапа моделирования было показать возможность

аппроксимации экспериментальных данных по росту листа пшеницы в рам-

ках модели симпластного роста, представленной в разделе 4.2.3. Для мо-

делирования роста листа пшеницы было учтено, что в основании листа

клетки растут и делятся, но на некотором расстоянии от основания клетки

перестают делиться и начинают расти в длину с более высокой скоростью,

чем в зоне деления. Для проверки возможности такой аппроксимации была

выбрана кусочно-линейная функция роста изоосмотической длины клет-

ки (рис. 4.14), т.е в каждой зоне выбраны разные значения скорости роста:

𝑙𝑖(𝑡) = 𝑙𝑖0 + 𝑎𝑖(𝑡− 𝑡0), 𝑖 = {1, 2} . (4.26)

Таким образом, по экспериментальным данным из работы [23], пред-

ставленным в разделе 4.1.2, нужно было подобрать коэффициенты 𝑎1 и 𝑎2

(для зоны роста делением и для зоны роста растяжением). Учитывая, что в

модели предполагается, что клетка делится или переходит из зоны деления

в зону растяжения, когда её начальное значение удваивается, необходимо

было подобрать два параметра: начальное значение в зоне роста делением

и конечное значение в зоне роста растяжением. Первое приближение зна-

чений параметров подбирали по модели роста одной клетки. Затем найден-
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Рис. 4.15. Распределение средних размеров клеток вдоль листа пшеницы.

Точки соответствуют среднему размеру клеток на отрезках листа, обозна-

ченных серыми вертикальными линиями. Серые точки — эксперименталь-

ные данные, чёрные — результаты расчёта с оптимальными параметрами.

Красная и чёрная кривые — аппроксимации экспериментальных и модель-

ных данных функциями Ричардса [120].

ный значения уточняли, используя следующий алгоритм: начальное зна-

чение подбирали по сетке, для поиска конечного значения использовался

метод золотого сечения (при фиксированном начальном значении).

В результате, для линейной функции роста клеток (рис. 4.14) были

подобраны кинетические параметры (𝑎1 и 𝑎2), при которых модель воспро-

изводит экспериментальные данные (рис. 4.15) из работы [23] о распреде-

лении средних размеров клеток вдоль листа пшеницы при значениях меха-

нических параметров для квазиравновесного режима роста. Однако было

отмечено, что при симпластном росте равновесие нарушается (рис. 4.16).

Анализ пространственного распределения давлений на листе (4.17 Б-

В) показал, что наибольшие вариации давлений при использованных пара-

метрах модели сосредоточены в переходной зоне, обозначенной зелёными

клетками на рис. 4.17 А.

Таким образом, в вычислительном эксперименте было показано, что

при симпластном росте растительной ткани автономная пролиферация
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Рис. 4.16. Динамика тургорного (А) и осмотического (Б) давлений в клет-

ках «модельного листа» при симпластном росте. В — динамика осмотиче-

ского давления в отдельных клетках. Чёрная прямая указывает ход давле-

ний при росте одной клетки.

Рис. 4.17. Диаграммы клеток «модельного листа», сгенерированного в вы-

числительном эксперименте. DZ — зона роста делением, EZ — зона роста

растяжением. А Типы клеток, Б Распределение осмотических давлений

в клетках листа. В Распределение тургорных давлений в клетках листа.

Стрелки на шкале указывают значения давлений в одиночной клетке.
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клеток приводит к вариабельности механических напряжений и осмоти-

ческих давлений в клетках и существенному отличию характера их ди-

намики по сравнению со свободно растущими клетками. Из этого следу-

ет, в частности, что общепринятая процедура оценки скорости роста кле-

ток в ткани листа по видимым размерам клеток может быть некорректна,

поскольку не учитывается, что клетки в ткани находятся в напряженно-

деформированном состоянии. На рис. 4.2 приведён пример такой ситуации

для двух «склеенных» клеток, которые имеют одинаковый видимый раз-

мер, находясь при этом в разных фазах роста.

4.4. Исследование чувствительности видимой длины клеток к

параметрам модели

4.4.1. Методы теории сопряжённых уравнений для исследова-

ния чувствительности

Исследование чувствительности позволяет судить о влиянии вариа-

ций параметров модели на вектор переменных состояния, а также о ро-

ли различных факторов при формировании моделируемых процессов. Са-

мым простым способом исследования чувствительности является сравне-

ние решений уравнений модели для различных наборов параметров. Такой

подход называется прямым исследованием чувствительности. Его досто-

инством является то, что для его реализации достаточно уметь решать

прямую задачу. Недостатком подхода является то, что для систем с боль-

шим числом изучаемых параметров приходится много раз решать прямые

задачи отдельно для вариации каждого параметра. В связи с этим другой

способ исследования чувствительности, основанный на методах теории со-

пряжённых уравнений [4], для моделей с большим числом параметров и

переменных состояния является более экономичным, так как решение со-

пряжённой задачи не зависит от конкретных возмущений параметров и их

сочетаний.
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В данном разделе представлены результаты исследования чувстви-

тельности в модели симпластного роста клеток линейного листа при росте

ткани растяжением (без деления клеток) в течение короткого временного

интервала. На первом этапе проведена оценка чувствительности видимой

длины одиночной клетки (основной наблюдаемой переменной) к механи-

ческим параметрам модели. На втором этапе мы исследовали модель сим-

пластного роста «листа», который состоит из 10 продольных рядов, в каж-

дом из которых также по 10 клеток и оценивали чувствительность видимой

длины 5-й клетки в 5-м ряду к вариациям длин других клеток массива и

их фрагментов.

4.4.2. Исследование чувствительности видимой длины свободно

растущей клетки к механическим параметрам

В модели одиночной клетки исследуем чувствительность видимой

длины к параметрам, определяющим биомеханику её роста. В этом случае

система обыкновенных дифференциальных уравнений имеет следующую

общую структуру: ⎡⎢⎢⎣
𝑙

𝑙𝑟

𝑙𝑖

⎤⎥⎥⎦
′

(𝑡) = 𝐹 (𝑙(𝑡), 𝑙𝑟(𝑡), 𝑙𝑖(𝑡), 𝑌 ), (4.27)

𝑙(0) = 𝑙0, 𝑙𝑖(0) = 𝑙𝑖0, 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟0, (4.28)

где 𝑌 = (𝑦1, ..., 𝑦𝑁𝑌
) — вектор параметров системы, а вектор-функция 𝐹

определяется следующим образом:

𝐹 (𝑙, 𝑙𝑟, 𝑙𝑖, 𝑌 ) =

⎡⎢⎢⎣
𝑓𝑙(𝑙, 𝑙𝑟, 𝑙𝑖, 𝑌 )

𝑓𝑟(𝑙, 𝑙𝑟, 𝑙𝑖, 𝑌 )

𝑓𝑖(𝑙, 𝑙𝑟, 𝑙𝑖, 𝑌 )

⎤⎥⎥⎦ .
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Для исследуемой модели запишем систему уравнений в вариациях:⎡⎢⎢⎣
𝛿𝑙

𝛿𝑙𝑟

𝛿𝑙𝑖

⎤⎥⎥⎦
′

(𝑡) = 𝐹 (𝑙(𝑡) + 𝛿𝑙(𝑡), 𝑙𝑟(𝑡) + 𝛿𝑙𝑟(𝑡), 𝑙𝑖(𝑡) + 𝛿𝑙𝑖(𝑡), 𝑌 + 𝛿𝑌 )−

−𝐹 (𝑙(𝑡), 𝑙𝑟(𝑡), 𝑙𝑖(𝑡), 𝑌 ),

𝛿𝑙𝑖(0) = 𝛿𝑙𝑖0, 𝛿𝑙𝑟(0) = 𝛿𝑙𝑟0, 𝛿𝑙(0) = 𝛿𝑙0.

Если предположить, что правая часть уравнения в вариациях аппрок-

симируется её линеаризацией, то уравнение можно упростить так:

𝐹 (𝑙 + 𝛿𝑙, 𝑙𝑟 + 𝛿𝑙𝑟, 𝑙𝑖 + 𝛿𝑙𝑖, 𝑌 + 𝛿𝑌 ) − 𝐹 (𝑙, 𝑙𝑟, 𝑙𝑖, 𝑌 ) ∼= (4.29)

∼= ∇{𝑙,𝑙𝑟,𝑙𝑖,𝑌 }𝐹 (𝑙, 𝑙𝑟, 𝑙𝑖, 𝑌 )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝛿𝑙

𝛿𝑙𝑟

𝛿𝑙𝑖

𝛿𝑌

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (4.30)

где оператор градиента определяется соотношением

∇{𝑙,𝑙𝑟,𝑙𝑖,𝑌 }𝐹 (𝑙, 𝑙𝑟, 𝑙𝑖, 𝑌 ) =

⎡⎢⎢⎣
𝜕𝑙𝑓𝑙 𝜕𝑙𝑟𝑓𝑙 𝜕𝑙𝑖𝑓𝑙 𝜕𝑌 𝑓𝑙

𝜕𝑙𝑓𝑟 𝜕𝑙𝑟𝑓𝑟 𝜕𝑙𝑖𝑓𝑟 𝜕𝑌 𝑓𝑟

𝜕𝑙𝑓𝑖 𝜕𝑙𝑟𝑓𝑖 𝜕𝑙𝑖𝑓𝑖 𝜕𝑌 𝑓𝑖

⎤⎥⎥⎦ (𝑙, 𝑙𝑟, 𝑙𝑖, 𝑌 ).

В этом случае верна следующая Лемма.

Лемма. Пусть заданы функции 𝑙(𝑡), 𝑙𝑖(𝑡), 𝑙𝑟(𝑡). Тогда для линеари-

зованного уравнения в вариациях:

⎡⎢⎢⎣
𝛿𝑙

𝛿𝑙𝑟

𝛿𝑙𝑖

⎤⎥⎥⎦
′

(𝑡) = ∇{𝑙,𝑙𝑟,𝑙𝑖}𝐹 (𝑙(𝑡), 𝑙𝑟(𝑡), 𝑙𝑖(𝑡), 𝑌 )

⎡⎢⎢⎣
𝛿𝑙

𝛿𝑙𝑟

𝛿𝑙𝑖

⎤⎥⎥⎦ (𝑡) , (4.31)

𝛿𝑙𝑖(0) = 𝛿𝑙𝑖0, 𝛿𝑙𝑟(0) = 𝛿𝑙𝑟0, 𝛿𝑙(0) = 𝛿𝑙0, (4.32)
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верно соотношение, следующее из тождества Лагранжа,

𝛿𝑙(𝑇 ) = 𝛿𝑙𝑖0𝑙𝑖
*(0) + 𝛿𝑙𝑟0𝑙𝑟

*(0) + 𝛿𝑙0𝑙
*(0) +

𝑁𝑌∑︁
𝑘=1

𝛿𝑦𝑘𝐽𝑦𝑘.

Функции чувствительности {𝐽𝑦𝑘} к параметрам модели определяются

как

𝐽𝑦𝑘 =

∫︁ 𝑇

0

𝑓𝑙𝑦𝑘(𝑙(𝑡), 𝑙𝑟(𝑡), 𝑙𝑖(𝑡), 𝑌 )𝑙*(𝑡)𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑇

0

𝑓𝑟𝑦𝑘(𝑙(𝑡), 𝑙𝑟(𝑡), 𝑙𝑖(𝑡), 𝑌 )𝑙𝑟*(𝑡)𝑑𝑡+∫︁ 𝑇

0

𝑓𝑖𝑦𝑘(𝑙(𝑡), 𝑙𝑟(𝑡), 𝑙𝑖(𝑡), 𝑌 )𝑙𝑖*(𝑡)𝑑𝑡,

где функции 𝑙*(𝑡), 𝑙𝑟*(𝑡), 𝑙𝑖*(𝑡) удовлетворяют сопряжённой по отно-

шению к (4.31) системе уравнений:

−

⎡⎢⎢⎣
𝑙*

𝑙𝑟*

𝑙𝑖*

⎤⎥⎥⎦
′

(𝑡) =
[︀
∇{𝑙,𝑙𝑟,𝑙𝑖}𝐹 (𝑙(𝑡), 𝑙𝑟(𝑡), 𝑙𝑖(𝑡), 𝑌 )

]︀*
⎡⎢⎢⎣
𝑙*

𝑙𝑟*

𝑙𝑖*

⎤⎥⎥⎦ (𝑡) , (4.33)

𝑙𝑖*(𝑇 ) = 0, 𝑙𝑟*(𝑇 ) = 0, 𝑙*(𝑇 ) = 1. (4.34)

Можно отметить, что решение сопряжённой задачи не зависит от кон-

кретных возмущений параметров и их сочетаний (при фиксированной тра-

ектории 𝑙𝑖(𝑡), 𝑙(𝑡), 𝑙𝑟(𝑡)).

Результаты численных экспериментов по исследованию чувствитель-

ности длины клетки через 24 часа модельного времени к вариациям па-

раметров, определяющих биомеханику роста (𝛼, 𝐸, 𝜂, 𝐿, 𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ), приве-

дены на рис. 4.18 – 4.22. На каждом рисунке слева приводится функция

чувствительности, а справа — проверка с помощью прямого исследования

чувствительности. Графики даны в логарифмическом масштабе.

Анализируя графики, можно сделать выводы о чувствительности мо-

дели в тех или иных диапазонах значений параметров. Чувствительность

ко всем рассмотренным параметрам убывает при их увеличении. При ма-

129



Рис. 4.18. Чувствительность длины клетки к вариациям параметра 𝛼 (по-

дробности в тексте).

Рис. 4.19. Чувствительность длины клетки к вариациям параметра 𝐸 (по-

дробности в тексте).

лых значениях параметров (при стремлении к 0) значения функции чув-

ствительности не меняются. По параметру 𝛼 наблюдается увеличение чув-

ствительности в средних значениях. В таблице 4.4 дана сводная информа-

ция о чувствительности модели к параметрам. Анализируя эту информа-

цию, можно сделать вывод, что при данном наборе параметров видимая

длина клетки наиболее чувствительна к изменению параметра 𝜂, а наиме-

нее — к изменению начальной длины.

4.4.3. Исследование чувствительности видимой длины клетки

при симпластном росте в составе ткани

Вывод формулы для функции чувствительности. Рассмотрим си-

туацию, когда клетки растут симпластно в составе линейного листа и ис-
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Рис. 4.20. Чувствительность длины клетки к вариациям параметра 𝜂 (по-

дробности в тексте).

Рис. 4.21. Чувствительность длины клетки к вариациям параметра 𝐿 (по-

дробности в тексте).

следуем чувствительности видимой длины одной из них. В этом случае

система обыкновенных дифференциальных уравнений имеет следующую

общую структуру:

131



Рис. 4.22. Чувствительности длины клетки к вариациям параметра 𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ

(подробности в тексте).

𝐿𝑐(𝑡) = 𝑓𝑙(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 ),

𝑙𝑟′𝑐 (𝑡) = 𝑓𝑟(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 ),

𝑙𝑖′𝑐 (𝑡) = 𝑓𝑖(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 ),

𝑙𝑐(𝑡) =
∑︁
𝑖

𝐻𝑐𝑖𝜆𝑖(𝑡),

𝜆′
𝑖(𝑡) =

Λ𝑖(𝑡)

𝑁
𝜆𝑖(𝑡),

𝜆𝑖(0) = 𝜆0𝑖,

Λ𝑖(𝑡) =
∑︁
𝑐

𝐻𝑐𝑖𝐿𝑐(𝑡),

𝑙𝑖𝑐(0) = 𝑙𝑖0𝑐, 𝑙𝑟𝑐(0) = 𝑙𝑟0𝑐,

где для краткости 𝑋𝑐(𝑡) := [𝑙𝑐(𝑡), 𝑙𝑟𝑐(𝑡), 𝑙𝑖𝑐(𝑡)], 𝐻𝑐𝑖 = 1 если фрагмент 𝑖 вхо-

дит в клетку и 𝐻𝑐𝑖 = 0 иначе. Рассмотрим систему уравнений в вариациях.

Предположим, что клеточная структура модельного листа, а значит и при-

надлежность фрагментов клеткам не меняется в течение рассматриваемо-

го промежутка времени. Тогда система уравнений в вариациях принимает
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вид:

𝛿𝐿𝑐(𝑡) = 𝑓𝑙(𝑋𝑐(𝑡) + 𝛿𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 + 𝛿𝑌 ) − 𝑓𝑙(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 ), (4.35)

𝛿𝑙𝑟′𝑐 (𝑡) = 𝑓𝑟(𝑋𝑐(𝑡) + 𝛿𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 + 𝛿𝑌 ) − 𝑓𝑟(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 ),

𝛿𝑙𝑖′𝑐 (𝑡) = 𝑓𝑖(𝑋𝑐(𝑡) + 𝛿𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 + 𝛿𝑌 ) − 𝑓𝑖(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 ),

𝛿𝑙𝑐(𝑡) =
∑︁
𝑖

𝐻𝑐𝑖𝛿𝜆𝑖(𝑡),

𝛿𝜆′
𝑖(𝑡) =

Λ𝑖(𝑡)

𝑁
𝛿𝜆𝑖(𝑡) +

𝛿Λ𝑖(𝑡)

𝑁
𝜆𝑖(𝑡) +

𝛿Λ𝑖(𝑡)

𝑁
𝛿𝜆𝑖(𝑡),

𝛿𝜆𝑖(0) = 𝛿𝜆0𝑖,

𝛿Λ𝑖(𝑡) =
∑︁
𝑐

𝐻𝑐𝑖𝛿𝐿𝑐(𝑡),

𝛿𝑙𝑖𝑐(0) = 𝛿𝑙𝑖0𝑐, 𝛿𝑙𝑟𝑐(0) = 𝛿𝑙𝑟0𝑐.

Аппроксимируя (4.35) по аналогии с (4.29), получим следующее утвержде-

ние.

Лемма. Пусть 𝑙𝑐(𝑡), 𝑙𝑟𝑐(𝑡), 𝑙𝑖𝑐(𝑡) — заданные функции. Тогда, если

𝛿𝐿𝑐(𝑡) = 𝜕𝑙𝑓𝑙(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝛿𝑙𝑐(𝑡) + 𝜕𝑙𝑟𝑓𝑙(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝛿𝑙𝑟𝑐(𝑡) +

+ 𝜕𝑙𝑟𝑓𝑙(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝛿𝑙𝑖𝑐(𝑡) + 𝜕𝑌 𝑓𝑙(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝛿𝑌 ,

𝛿𝑙𝑟′𝑐(𝑡) = 𝜕𝑙𝑓𝑟(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝛿𝑙𝑐(𝑡) + 𝜕𝑙𝑟𝑓𝑟(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝛿𝑙𝑟𝑐(𝑡) +

+ 𝜕𝑙𝑟𝑓𝑟(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝛿𝑙𝑖𝑐(𝑡) + 𝜕𝑌 𝑓𝑟(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝛿𝑌 ,

𝛿𝑙𝑖′𝑐(𝑡) = 𝜕𝑙𝑓𝑖(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝛿𝑙𝑐(𝑡) + 𝜕𝑙𝑟𝑓𝑖(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝛿𝑙𝑟𝑐(𝑡) +

+ 𝜕𝑙𝑟𝑓𝑖(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝛿𝑙𝑖𝑐(𝑡) + 𝜕𝑌 𝑓𝑖(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝛿𝑌 ,

𝛿𝑙𝑐(𝑡) =
∑︁
𝑖

𝐻𝑐𝑖𝛿𝜆𝑖(𝑡),

𝛿𝜆′
𝑖(𝑡) =

Λ𝑖(𝑡)

𝑁
𝛿𝜆𝑖(𝑡) +

𝛿Λ𝑖(𝑡)

𝑁
𝜆𝑖(𝑡),

𝛿𝜆𝑖(0) = 𝛿𝜆0𝑖,

𝛿Λ𝑖(𝑡) =
∑︁
𝑐

𝐻𝑐𝑖𝛿𝐿𝑐(𝑡),

𝛿𝑙𝑖𝑐(0) = 𝛿𝑙𝑖0𝑐, 𝛿𝑙𝑟𝑐(0) = 𝛿𝑙𝑟0𝑐,
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то верно соотношение (следует из тождества Лагранжа):

∑︁
𝑖

𝜆*
𝑖 (𝑡)𝛿𝜆𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡=𝑇

−
∑︁
𝑖

𝜆*
𝑖 (𝑡)𝛿𝜆𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡=0

−
∑︁
𝑐

𝑙𝑟*𝑐 (𝑡)𝑙𝑟𝑐(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡=0

−
∑︁
𝑐

𝑙𝑖*𝑐(𝑡)𝑙𝑖𝑐(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡=0

=

𝑁𝑌∑︁
𝑙=1

𝛿𝑌𝑙

(︃∑︁
𝑐

∫︁ 𝑇

0

(︀
𝜕𝑌𝑙

𝑓𝑙(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝐿*
𝑐(𝑡) + 𝜕𝑌 𝑓𝑟(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝑙𝑟*𝑐 (𝑡) + 𝜕𝑌 𝑓𝑖(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝑙𝑖*𝑐(𝑡)

)︀
𝑑𝑡

)︃
,

где функции 𝑙*𝑐(𝑡), 𝑙𝑟
*
𝑐(𝑡), 𝑙𝑖

*
𝑐(𝑡), 𝜆

*
𝑖 (𝑡) удовлетворяют системе сопряжённых

уравнений:

𝐿*
𝑐(𝑡) = 𝜕𝑙𝑓𝑙(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝑙*𝑐(𝑡) + 𝜕𝑙𝑓𝑟(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝑙𝑟*𝑐(𝑡) + 𝜕𝑙𝑓𝑖(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝑙𝑖*𝑐(𝑡),

−𝑙𝑟*′𝑐 (𝑡) = 𝜕𝑙𝑟𝑓𝑙(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝑙*𝑐(𝑡) + 𝜕𝑙𝑟𝑓𝑟(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝑙𝑟*𝑐(𝑡) + 𝜕𝑙𝑟𝑓𝑖(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝑙𝑖*𝑐(𝑡),

−𝑙𝑖*′𝑐 (𝑡) = 𝜕𝑙𝑖𝑓𝑙(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝑙*𝑐(𝑡) + 𝜕𝑙𝑖𝑓𝑟(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝑙𝑟*𝑐(𝑡) + 𝜕𝑙𝑖𝑓𝑖(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝑙𝑖*𝑐(𝑡),

𝑙*𝑐(𝑡) =
∑︁
𝑖

𝐻𝑐𝑖Λ
*
𝑖 (𝑡),

−𝜆*′
𝑖 (𝑡) =

Λ𝑖(𝑡)

𝑁
𝜆*
𝑖 (𝑡) +

∑︁
𝑐

𝐻𝑐𝑖𝐿
*
𝑐(𝑡),

𝜆*
𝑖 (𝑇 ) = 𝜆*

0𝑖,

Λ*
𝑖 (𝑡) =

1

𝑁
𝜆𝑖(𝑡)𝜆

*
𝑖 (𝑡),

𝑙𝑖*𝑐(𝑇 ) = 0, 𝑙𝑟*𝑐(𝑇 ) = 0.

Если теперь для некоторой клетки с номером 𝑐 принять условие

𝜆*
0𝑖 = 𝐻𝑐𝑖,

то получим следующее соотношение чувствительности:

𝛿𝑙𝑐(𝑇 ) =
∑︁
𝑖

𝜆*
𝑖 (𝑡)𝛿𝜆𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡=0

+
∑︁
𝑐

𝑙𝑟*𝑐 (𝑡)𝛿𝑙𝑟𝑐(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡=0

+
∑︁
𝑐

𝑙𝑖*𝑐(𝑡)𝛿𝑙𝑖𝑐(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡=0

+

𝑁𝑌∑︁
𝑙=1

𝛿𝑌𝑙

(︃∑︁
𝑐

∫︁ 𝑇

0

(︀
𝜕𝑌𝑙

𝑓𝑙(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝑙*𝑐 (𝑡) + 𝜕𝑌 𝑓𝑟(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝑙𝑟*𝑐 (𝑡) + 𝜕𝑌 𝑓𝑖(𝑋𝑐(𝑡), 𝑌 )𝑙𝑖*𝑐(𝑡)
)︀
𝑑𝑡

)︃
,

которое связывает вариацию видимой длины клетки 𝑐 с вариациями па-

раметров модели и начальных значений переменных состояния модели (в

окрестности траекторий 𝑙𝑖, 𝑙𝑐, 𝑙𝑟𝑐).

Чувствительность к вариациям длин фрагментов. Сначала рас-

смотрим, как длины фрагментов влияют на видимую длину выбранной
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клетки. Для этого рассмотрим сопряжённые длины фрагментов 𝜆*
𝑖 (𝑡). Их

график приведён на рис. 4.23. Он показывает, как механическая вариация

длин фрагментов, влияет на длину выбранной клетки. Прежде всего, срав-

нивая уравнения, описывающие рост фрагментов прямой и сопряженной

задачи, можно заключить, что обе системы уравнений включают петлю

положительной обратной связи, величина которой определяется коэффи-

циентом Λ𝑖(𝑡). Однако уравнение для сопряжённой длины также содержит

источник
∑︀

𝑐𝐻𝑐𝑖𝐿
*
𝑐(𝑡), который зависит от состояния всех клеток, содержа-

щих данный фрагмент. На рис. 4.23 видно, что функции чувствительности

на границах клетки убывают практически параллельно, что объясняет-

ся различными начальными условиями и сходными слагаемыми «источни-

ков». Наличие отрицательных значений вне фрагментов клетки говорит о

том, что увеличение длин соседних клеток может приводить к уменьшению

длины рассматриваемой клетки.

Рис. 4.23. Функция чувствительности видимой длины клетки к возмуще-

ниям длин фрагментов (слева). Изменение во времени функции чувстви-

тельности длины клетки к возмущениям длин фрагментов (справа).

Чувствительность к вариациям изоосмотических длин других кле-

ток пласта. При исследовании модели одной клетки мы показали

(см. таб. 4.4), что из всех переменных видимая длина клетки имеет наи-

большую чувствительность к начальному состоянию 𝑙𝑖, поэтому рассмот-

рим, как влияет изменение 𝑙𝑖 других клеток пласта на длину выбранной
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клетки. На рис. 4.23 представлена функция чувствительности отображён-

ная на клеточном пласте. Важность этого параметра определяется тем,

что динамика 𝑙𝑖 не зависит от других переменных модели. Очевидно, что

максимальное влияние на видимою длину клетки оказывает её собственная

изоосмотическия длина. Анализируя график (рис. 4.24), можно отметить,

что положительное влияние оказывают также клетки из других файлов,

содержащие те же фрагменты. Причём значения функции чувствительно-

сти в клетках, расположенных выше и ниже рассматриваемой клетки в том

же клеточном ряду, оказываются отрицательны. Значение функции в этих

клетках по модулю на порядок меньше чем в рассматриваемой клетке. Мы

предполагаем, что влияние осуществляется как раз через отрицательную

обратную связь во фрагментах вне клетки, но находящихся на её границах.

Рис. 4.24. Чувствительность видимой длины выбранной клетки (обозначена

зелёным) к вариациям изоосмотических длин других клеток пласта.

4.5. Заключение к главе 4

Предложена математическая модель и ее программная реализация

для проведения вычислительных экспериментов по одномерному симпласт-

ному росту тканей, и приведены результаты моделирования роста линей-

ного листа в сравнении с ростом популяции свободно растущих раститель-

ных клеток. Показано, что в рамках рассмотренной модели симпластный

рост приводит к существенному отклонению реальной длины клетки от
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ее изоосмотической длины по сравнению со свободным ростом клеток, и

клетки в ткани испытывают нестационарный и значительный гипо- и ги-

перосмотический стресс. Это означает, что симпластный рост предъявляет

совершенно другие требования к регуляции роста растительной клетки по

сравнению со свободным ростом. В свою очередь, это ставит вопросы об

экспериментальной проверке реальности рассмотренной схемы регуляции

роста клетки, и делает актуальным изучение других возможных механиз-

мов регуляции в вычислительных экспериментах.

Основным экспериментально наблюдаемым параметром модели яв-

ляется видимая длина клетки в некоторый момент времени, поэтому мы

выбрали именно эту переменную состояния в качестве целевого функци-

онала для изучения чувствительности к параметрам модели. Для модели

одиночной клетки было показано, что при малых значениях механических

параметров чувствительность стремится к постоянному значению, а при

их увеличении — падает. В ходе анализа многоклеточной модели было вы-

яснено, что на длину клетки положительное влияние оказывают вариации

длин фрагментов, содержащихся в клетке, причем на границах это влияние

максимально а внутри клетки ослабевает. Отрицательное влияние наблю-

дается со стороны длин фрагментов, расположенных близко к границам

клетки, но не входящих в нее. Также наблюдается отрицательное влия-

ние со стороны изоосмотических длин клеток, находящихся в продольном

клеточном ряду выше и ниже данной.
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Таблица 4.4. Параметры модели и значения функции чувствительности

Параметр ЗначениеЧувств.-ть Описание, ед.изм.

𝑙(0) 14.7378 -8.55e-13 начальная длина клетки, мкм

𝑙𝑖(0) 20.1575 0.731144 начальная изоосмотическая

длина клетки, мкм

𝑙𝑟(0) 14.2154 1.97e-10 начальная релаксированная

длина клетки, мкм

𝑟 4 ширина клетки, мкм

𝑆𝑐 4.0 поперечное сечение клетки,

мкм2

𝑆𝑤 0.8 поперечное сечение клеточ-

ной стенки, мкм2

𝐿 40 0.00146894 коэффициент гидропроводно-

сти, мкм ч бар−1

𝛼 10 5.36703 коэффициент осмотического

давления, бар

𝐸 1000 -0.00028689 модуль Юнга материала кле-

точной стенки, бар

𝜂 0.15 53.9229 коэффициент роста клеточ-

ной стенки

𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ 2 -14.5014 порог тургорного давления,

бар

138



5. Компьютерное моделирование формирования

пространственного паттерна клеток-трихом на листе

пшеницы

Глава посвящена изучению методами компьютерного моделирования

механизма формирования пространственного паттерна трихом на расту-

щем листе пшеницы.

5.1. Биологические предпосылки модели

5.1.1. Пространственный паттерн клеток-трихом на листе пше-

ницы

Эпидермис высших растений относится к сложным тканям. Помимо

основных клеток в эпидермисе, как правило, есть ряд высокоспециализи-

рованных клеток, которые сильно отличаются от основных эпидермальных

клеток как по строению, так и по выполняемым функциям. К таким клет-

кам, прежде всего, относят устьица и трихомы — выросты эпидермальных

клеток листа размером от нескольких микрометров до миллиметров. Сово-

купность всех трихом на поверхности органа растения, их распределение

и разнообразие принято называть опушением.

Механизмы развития эпидермальных образований растений пред-

ставляют интерес как с фундаментальной, так и с практической (адап-

тивный, хозяйственно ценный признак) точек зрения. Трихомы являются

удобным объектом для исследования клеточных механизмов морфогенеза.

С одной стороны, это связано с их поверхностным расположением и удоб-

ством прижизненного наблюдения, с другой стороны с тем, что в отличие

от устьиц и корневых волосков, мутанты, имеющие рудиментарные, иска-
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жённые трихомы или не образующие трихом, в условиях искусственного

выращивания, как правило, жизнеспособны. Кроме того, трихомы расте-

ний выполняют важную адаптивную функцию (формируют микроклимат

вблизи поверхности листа, защищают от вредителей и т.д). Эти функции

трихом представляют для изучения большой интерес, т.к. от них зависит

устойчивость растения к засухе и повреждению патогенами.

Рис. 5.1. Типы опушения листьев разных сортов пшеницы (синий цвет —

клеточные стенки, красный цвет — ядра, изображения получены А.В. До-

рошковым, и обработаны автором диссертации в системе Mathematica).

Для ряда двудольных растений опушение достаточно хорошо изуче-

но: известны молекулярные механизмы, обеспечивающие контроль форми-

рования трихом. В существенно меньшей степени изучены молекулярные

механизмы формирование трихом у однодольных. Для исследования ге-

нетических механизмов формирования опушения у однодольных растений

интересным объектом является пшеница благодаря большому разнообра-

зию проявлений этого признака у разных сортов (рис. 5.1). В данной работе

механизм формирования пространственного паттерна трихом на растущем

листе пшеницы был изучен методами компьютерного моделирования.

5.1.2. Структура зоны роста и закладка трихом

Лист пшеницы имеет линейную структуру. Подробное описание и изу-

чение геометрии роста линейного листа приведено в главах 1 и 4. Так как

клетки растений не сдвигаются относительно друг друга, то положение кле-
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точной стенки при делении играет важную роль в формировании клеточ-

ного паттерна. Расположение клеток-трихом на поверхности листовой пла-

стинки закладывается в процессе роста листа в меристематической зоне.

Эта зона деления клеток имеет следующую структуру: ближе к основанию

листа расположена зона симметричных делений, далее зона асимметрич-

ных делений (рис. 5.2 A). В результате симметричных делений образуются

дочерние клетки примерно одного размера и одного типа, при асимметрич-

ном делении — клетки разных размеров и разных типов [133]. Известно,

что формирование специализированных эпидермальных клеток, трихом и

устьиц, происходит в результате асимметричных делений, однако не все

детали этого механизма хорошо изучены [109].

Рис. 5.2. А. Структура зоны роста листа пшеницы, стрелка показывает на-

правление роста листа. Б. Микрофотография фрагмента эпидермиса осно-

вания молодого листа пшеницы, на котором видны зачатки трихом (изоб-

ражение получено А.В. Дорошковым, и обработано автором диссертации в

системе Mathematica).

Трихомы формируются в отдельных продольных рядах в результате

деления материнской клетки в зоне асимметричных делений. При этом ма-

ленькая клетка-трихома, как правило, образуется на дистальном конце, в
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то время как проксимальная клетка остаётся недифференцированной [22]

и может поделиться ещё раз. В то же время, в зоне асимметричных де-

лений происходят и обычные (симметричные) деления. Клетка-трихома в

дальнейшем не делится и начинает расти в направлении перпендикуляр-

ном плоскости листовой пластинки. Если предположить, что на началь-

ном этапе роста длина клетки-трихомы прямо пропорциональна её возрас-

ту (времени, которое прошло от момента деления), то наблюдаемые длины

клеток-трихом, расположенных в одном продольном ряду, будут указывать

на очерёдность их появления в результате асимметричного деления. На

рис. 5.2 Б показан фрагмент эпидермиса листа пшеницы (линии 102/00𝑖),

на котором изображены клетки зоны роста и хорошо видно, что в одном

ряду длины клеток-трихом увеличиваются немонотонно (между «длинны-

ми» встречаются «короткие»). В модели мы попытались учесть эту особен-

ность, предположив в качестве возможного механизма формирования пат-

терна опушения листа механизм латерального ингибирования сигналом,

который синтезируют клетки-трихомы.

5.1.3. Формирование пространственного паттерна клеток-

трихом на основе механизма латерального ингибирования

Механизм латерального ингибирования применяется для объяснения

формирования многих биологических паттернов [113], в которых поддер-

живается относительно постоянное минимальное расстояние между сосед-

ними элементами, в частности, таких как паттерн щетинок в эпидермисе

насекомых [94, 18], паттерн азотфиксирующих клеток-гетероцист в нитях

сине-зеленой водоросли Anabaena [195], паттерн трихом на листе и корне-

вых волосков на корне арабидопсиса [164, 105].

Изучение распределения клеток-трихом в молодом листе арабидопси-

са показало, что одна трихома закладывается рядом с другой гораздо реже,

чем можно было бы ожидать по случайным причинам. Таким образом, эти
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результаты согласуются с ролью латерального ингибирования в контроле

развития трихом [105].

Трихомы арабидопсиса представляют собой одноклеточные выросты

клеток эпидермиса и являются более изученными по сравнению с трихома-

ми пшеницы, так как служат моделью для изучения дифференциации кле-

ток растений. Ранее показано [55], что механизм латерального ингибирова-

ния хорошо объясняет формирование пространственного паттерна трихом

на листовой пластинке двудольного растения арабидопсиса (рис. 5.3).

Рис. 5.3. Модель формирования паттерна трихом в эпидермисе ли-

ста арабидопсиса на основе механизма «латерального ингибирова-

ния» из работы [55]. А. Микрофотография листа арабидопсиса.

Б. Схема регуляции генов, контролирующих закладку трихом. Ак-

тиваторы (комплекс GL3+TTG1 (GLABRA3, TRANSPARENT TESTA

GLABRA1 )) и GL1 (GLABRA1 )) обозначены зелёным, ингибиторы (белки

TRY (TRIPTYCHON ) и CPC (CAPRICE )) — красным, жёлтым цветом

обозначена группа генов, регулирующих развитие трихомы (в модели это

один ген GL2 ) В. Результат вычислительного эксперимента (распределе-

ние концентрации GL2 в клетках листа).

Следует отметить, что лист арабидопсиса растет диффузно, то есть

так, что области роста распределены по всей листовой пластинке. В от-

личие от арабидопсиса, у пшеницы совершенно другая феноменология за-
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кладки трихом — лист растёт за счёт деления клеток в основании листа и

трихомы формируются в отдельных продольных рядах.

В диссертации представлена модель механизма формирования три-

хом на листе пшеницы, основанная на гипотезе о существовании латераль-

ного ингибирования сигналом, исходящим из клеток-трихом, и учитыва-

ющая геометрию и кинетику роста листа. При построении модели мы ис-

пользовали данные о длине трихом и их расположении в продольных рядах

в зоне роста листа пшеницы (рис. 5.2 Б).

5.2. Математическое описание модели

5.2.1. Модель формирования пространственного паттерна

клеток-трихом в одном продольном ряду

Для изучения механизма формирование пространственного паттерна

трихом в продольном ряду клеток на листе пшеницы была реализована

компьютерная модель в пакете «МРТ».

В этой модели клеточная структура представлена одномерным мас-

сивом клеток (рис. 5.4). В начале массива расположены клетки зоны сим-

метричных делений (SDZ), затем клетки зоны асимметричных делений

(ADZ) и далее клетки зоны растяжения (EZ). В каждой клетке содержатся

вещества-морфогены, определяющие её тип: 𝑍1 и 𝑍2 — морфогены-маркеры

зон симметричных и асимметричных делений клеток, 𝑇𝑟 — морфоген-

маркер трихом. 𝑍1 и 𝑍2 синтезируется в первой клетке и распространяются

по клеточному массиву, 𝑇𝑟 нарабатывается в клетках-трихомах и является

ингибитором образования трихом в соседних клетках. В результате роста

ткани расстояние от клетки, отмеченной знаком * (на рис. 5.4), до бли-

жайшей трихомы увеличилось и, следовательно сложились условия для

асимметричного деления с образованием новой трихомы, т.к. влияние мор-

фогена 𝑇𝑟 уменьшилось (концентрация меньше порога).

Компьютерная модель представлена в виде dL-системы (рис. 5.5).
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Рис. 5.4. Схема клеточной структуры зоны роста и распределения концен-

траций морфогенов (𝑍1, 𝑍2 и 𝑇𝑟) в модели. 𝑍1 𝑚𝑖𝑛, 𝑍2 𝑚𝑖𝑛 —пороги концен-

траций морфогенов. Красные клетки — зона симметричных делений (SDZ),

зелёные — зона асимметричных делений (ADZ), синие — зона растяжения

(EZ), оранжевые — клетки-трихомы. В клетке, отмеченной знаком *, реа-

лизуются условия для асимметричного деления и образования трихомы.

Рис. 5.5. Алфавит, параметры и правила L-системы, формализующей мо-

дель формирования пространственного паттерна клеток-трихом в одном

продольном ряду клеток
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Алфавит 𝑉 = {𝑆,𝐴,𝐸, 𝑇} составляют четыре символа, соответствующие

клеткам зоны симметричных и асимметричных делений, зоны растяже-

ния и клеткам-трихомам. Состояние каждой клетки описывается пятью

параметрами {𝑙, 𝑎, 𝑧1, 𝑧2, 𝑡𝑟} — длина и возраст клетки и концентрации 3-х

морфогенов.

Правила выражают деление и дифференцировку клеток в зависимо-

сти от значений параметров.

Если длина клетки зоны деления достигает максимального значения,

то клетка делится:

∙ в зоне SDZ: 𝑆(𝑙, 𝑎, 𝑧1, 𝑧2, 𝑡𝑟) → 𝑆(𝑑·𝑙, 𝑎, 𝑧1, 𝑧2, 𝑡𝑟)𝑆((1−𝑑)𝑙, 𝑎, 𝑧1, 𝑧2, 𝑡𝑟),

∙ в зоне ADZ: 𝐴(𝑙, 𝑎, 𝑧1, 𝑧2, 𝑡𝑟) → 𝐴(𝑑·𝑙, 𝑎, 𝑧1, 𝑧2, 𝑡𝑟)𝐴((1−𝑑)𝑙, 𝑎, 𝑧1, 𝑧2, 𝑡𝑟),

где коэффициент 𝑑 — случайная нормально распределённая величина со

средним 0.5 и среднеквадратичным отклонением 0.1. При этом, если кон-

центрация морфогена-ингибитора формирования трихом 𝑇𝑟 в клетках зо-

ны асимметричных делений меньше порога, то реализуется условие для

асимметричного ориентированного деления клетки с образованием трихо-

мы. В этом случае коэффициент 𝑑 распределён по нормальному закону

со средним 0.7 и среднеквадратичным отклонением 0.1, т.е. материнская

клетка делится в соотношении 7:3 и меньшая дочерняя клетка образует

трихому.

Если концентрация морфогена, определяющего структуру зоны деле-

ния, меньше порога, то клетка переходит в следующую зону:

∙ в зоне SDZ: при 𝑧1 < 𝑧1 𝑚𝑖𝑛 𝑆 → 𝐴,

∙ в зоне ADZ: при 𝑧2 < 𝑧2 𝑚𝑖𝑛 𝐴 → 𝐸.

Динамика переменных состояния определяется системой дифферен-

циальных уравнений, в частности, для концентраций морфогенов исполь-

зовались уравнения вида 2.1.
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5.2.2. Модель формирования пространственного паттерна

клеток-трихом на листе с учётом биомеханики роста

Модель формирования пространственного паттерна клеток-трихом

на листе является развитием модели симпластного однонаправленного ро-

ста линейного листа, рассмотренной в главе 4. Так как нас не интересует

форма кончика листа и, учитывая особенности математического аппарата

(«склеенные» dL-системы), мы моделируем «прямоугольный лист», состо-

ящий из параллельных продольных рядов клеток. На первом этапе про-

исходит формирование инициального слоя клеток: возникновение точки

инициации роста вверх, которая затем разрастается и опоясывает стебель.

На втором этапе лист растёт вверх: клетки инициального слоя растут вверх

и делятся, таким образом, из каждой клетки получается свой продольный

клеточный ряд. Биомеханика роста линейного листа моделировалась точно

так же, как в модели симпластного роста эпидермиса линейной листовой

пластинки, которая представлена в главе 4. Клеточная структура в модели

представлена двумерным массивом клеток (рис. 5.6 A).

В каждой клетке листа содержатся вещества-морфогены, определяю-

щие её тип: 𝑍1 и 𝑍2 — морфогены-маркеры клеток зоны SDZ и клеток зоны

ADZ, — которые синтезируется в первой клетке каждого продольного ря-

да. Однако в отличие от одномерной модели, механизм дифференцировки

клеток-трихом на «прямоугольном листе» управляется двумя морфогена-

ми. Один из них на ранних стадиях развития листа определяет положение

будущих рядов клеток-трихом, другой определяет расположение клеток-

трихом в рядах (рис. 5.6). Морфоген-маркер трихом 𝑇0 размечает в ряду

инициальных клеток те клетки, из которых будут формироваться ряды

клеток с трихомами. 𝑇0 синтезируется только в клетках, отмеченных си-

ним. Морфоген-маркер трихом 𝑇𝑟 размечает клетки-трихомы в рядах, «от-

меченных» маркером 𝑇0. 𝑇𝑟 синтезируется только в клетках, отмеченных

красным. Схема расположения зон на листовой пластинке и граф переклю-
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Рис. 5.6. Модель формирования пространственного паттерна клеток-

трихом на листе с учётом биомеханики роста. А. Клеточная структура

«модельного листа». В клетке, отмеченной знаком *, реализуются условия

для образования трихомы. Б. Схема правил переключения типов клеток в

зависимости от концентраций морфогенов.

чения типов клеток представлены на рис. 5.6.

Модель формирования пространственного паттерна клеток-трихом

на листе с учётом биомеханики роста и морфогенетической регуля-

ции представлена в формализме «склеенных» dL-систем. Алфавит 𝑉 =

{𝑆,𝐴,𝐸, 𝑇, 𝑆𝑡, 𝐴𝑡, 𝐸𝑡, 𝑡, } составляют 8 символов:

𝑆 — «обычные» клетки зоны SDZ,

𝐴 — «обычные» клетки зоны ADZ,

𝐸 — «обычные» клетки зоны EZ,

𝑇 — клетки-трихомы (красные на рис. 5.6),

𝑆𝑡 — клетки зоны SDZ в ряду, где могут формироваться трихомы,

𝐴𝑡 — клетки зоны ADZ в ряду, где могут формироваться трихомы,

𝐸𝑡 — клетки зоны EZ в ряду, где могут формироваться трихомы,
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𝑡 — инициальные клетки в ряду, где могут формироваться трихомы

(синие на рис. 5.6).

Состояние каждой клетки описывается 6-ю параметрами

{𝑙, 𝑎, 𝑧1, 𝑧2, 𝑡𝑟, 𝑡0} — длина и возраст клетки и концентрации 4-х мор-

фогенов. Правила выражают деление и дифференцировку клеток в

зависимости от значений параметров. Определённые пороговые значения

концентраций веществ-морфогенов узнаются клетками и приводят к

их дифференцировке. По мере роста листа клетки изменяют свой тип

в следующей последовательности: зона симметричных делений, зона

асимметричных делений, зона удлинения (рис. 5.6). В каждой зоне клетки

характеризуются разной скоростью роста, способностью к делению и

дифференцировке в клетки-трихомы. В зоне роста делением (SDZ+ADZ)

клетки медленно растут и делятся, в зоне удлинения клетки быстро растут

и не делятся. В зоне ADZ могут происходить как симметричные, так и

асимметричные деления клеток. В результате асимметричных делений

формируются клетки-трихомы.

Динамика концентраций морфогенов 𝑍1, 𝑍2, 𝑇𝑟 и 𝑇0 в клетках рас-

считывается с помощью системы дифференциальных уравнений. Каждое

уравнение имеет следующий вид:

𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑡

=
∑︁

𝑗∈𝜖1(𝑖)

𝛽1𝑃𝑆𝑖𝑗(𝑝𝑖 − 𝑝𝑗)

𝑉𝑖
+
∑︁

𝑗∈𝜖2(𝑖)

𝛽2𝑃𝑆𝑖𝑗(𝑝𝑖 − 𝑝𝑗)

𝑉𝑖
+ 𝜈𝑃 − 𝑑𝑝𝑝𝑖 − 𝑝𝑖

1

𝑉𝑖

𝑑𝑉𝑖

𝑑𝑡
,

(5.1)

где 𝑝𝑖 — концентрация вещества 𝑃 в 𝑖-й клетке (𝑃 может принимать зна-

чения 𝑍1, 𝑍2, 𝑇𝑟 и 𝑇0), 𝛽1𝑃 и 𝛽2𝑃 — коэффициенты диффузии для веще-

ства 𝑃 в горизонтальном и вертикальном направлениях, 𝜈𝑃 — максималь-

ная скорость синтеза, 𝑑𝑃 — коэффициент распада, 𝜖1(𝑖) — окрестность 𝑖-й

клетки (клетки «сверху-снизу» одного продольного ряда клеток), 𝜖2(𝑖) —

окрестность 𝑖-й клетки (клетки «справа-слева» из соседних продольных ря-

дов клеток, которые имеют с 𝑖-й клеткой общие сегменты границы). При
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𝛽1𝑃 = 𝛽2𝑃 , вещество 𝑃 распространяется изотропно, 𝛽1𝑃 ̸= 𝛽2𝑃 — анизо-

тропно.

Записав для каждого вещества в каждой клетке уравнение типа (5.1),

получаем систему уравнений, описывающую динамику концентраций ве-

ществ во всех клетках листа.

Для данной модели в пакете «МРТ» была разработана программа,

которая использовалась для вычислительных экспериментов.

5.3. Результаты вычислительных экспериментов

5.3.1. Исследование закономерностей формирования паттерна

клеток-трихом в одном продольном ряду

При наблюдении за развитием листа пшеницы одним из первых фе-

нотипических проявлений дифференцировки клеток эпидермиса, которое

можно увидеть в зоне роста, является формирование у некоторых клеток

(клеток-трихом) выростов перпендикулярных плоскости листовой пластин-

ки. Такие клетки появляются не хаотично, а расположены в продольных

рядах. Клетки, у которых формируется вырост, образуют в продольном ря-

ду регулярный пространственный паттерн. Например, на рис. 5.2 Б они че-

редуются с обычными эпидермальными клетками через одну. Также важно

отметить, что длины выростов неодинаковы и, хотя очевидна общая тен-

денция их увеличения в базально-апикальном направлении листа, доволь-

но часто встречаются исключения, когда маленькая клетка расположена

между двумя большими. Если предположить, что на некотором интервале

времени длина выроста пропорциональна возрасту клетки, и учесть геомет-

рические особенности однонаправленного роста линейного листа, то можно

считать, что пространственное распределение длин выростов клеток в од-

ном продольном ряду характеризует порядок событий дифференцировки

(самая длинная появилась раньше всех). Наблюдаемый пространственный

паттерн (расстояние между трихомами) и пространственное распределение
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длин выростов клеток являются количественными характеристиками опу-

шения, которые использовались в модели для проверки гипотезы о том, что

в основе формирования паттерна распределения трихом лежит механизм

латерального ингибирования.

В вычислительном эксперименте одномерная модель генерирует за-

кладку трихом в продольном ряду клеток (рис. 5.7). Расстояние между

трихомами регулируется в модели параметром 𝛽𝑇𝑟 (скорость диффузии

морфогена 𝑇𝑟) и порогом концентрации 𝑇𝑟𝑚𝑖𝑛, который определяет усло-

вие дифференцировки обычной клетки в трихому. Вариабельность возрас-

тов (длин выростов клеток-трихом) регулируется в модели размером зоны

ADZ, который в свою очередь, зависит от положения её границ. Базаль-

ная граница и апикальная граница зоны ADZ в модели регулируется пара-

метрами 𝛽𝑍1
и 𝛽𝑍2

(скорости диффузии морфогенов 𝑍1 и 𝑍2) и порогами

концентраций 𝑍1 𝑚𝑖𝑛 и 𝑍2 𝑚𝑖𝑛, определяющими переходы 𝑆𝐷𝑍 → 𝐴𝐷𝑍 и

𝐴𝐷𝑍 → 𝐸𝑍, соответственно.

Рис. 5.7. Распределение концентрации морфогенов вдоль продольного ря-

да клеток. Вдоль оси 𝑂𝑥 приведена соответствующая клеточная структу-

ра. Красные клетки — зона симметричных делений (SDZ), зелёные клет-

ки — зона асимметричных делений (ADZ), синие клетки — зона растяжения

(EZ), оранжевые — клетки-трихомы.

Целью вычислительного эксперимента №1 было в рамках модели
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сравнить два гипотетических механизма закладки трихом в зоне ADZ:

(1) выбор между симметричным и асимметричным делением осуществля-

ется случайно, (2) — выбор зависит от концентрации в клетке морфогена

𝑇𝑟 (т.е. работает механизм латерального ингибирования). Для этих двух

механизмов в вычислительных экспериментах были рассчитаны расстоя-

ния между соседними трихомами в ряду и построены теоретические рас-

пределения (рис. 5.8). При случайном механизме количество клеток между

соседними трихомами в ряду подчиняется теоретически ожидаемому экс-

поненциальному закону распределения. В случае латерального ингибиро-

вания расстояния между соседними клетками-трихомами в ряду примерно

одинаковые и их распределение можно аппроксимировать нормальным за-

коном.

0 2 4 6 8 10
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

Расстояние между соседними трихомами

Рис. 5.8. Результаты вычислительного эксперимента №1. Плотности рас-

пределений расстояний между соседними клетками-трихомами в ряду для

случайного механизма (синяя кривая) и для механизма латерального ин-

гибирования (синяя кривая).

Целью вычислительного эксперимента №2 было в рамках модели

сравнить возможные распределения возрастов клеток-трихом при различ-

ных размерах зоны асимметричного деления клеток. Так как в модели за-

кладка трихом регулируется по механизму латерального ингибирования, то

увеличение зоны асимметричного деления клеток, где происходит заклад-
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ка клеток-трихом, приводит к увеличению вариации возрастов соседних

клеток-трихом в ряду. Это происходит потому, что если размер зоны асим-

метричного деления клеток будет достаточно большой, то будут возможны

ситуации, когда новая клетка-трихома возникает между двумя уже суще-

ствующими, и тогда в модели мы получим немонотонный паттерн «воз-

растов» клеток-трихом в одном продольном файле. Такой паттерн можно

увидеть в зоне роста листа пшеницы (рис. 5.2 Б).

В зоне SDZ, трихом нет, поэтому в клетках концентрация морфогена

𝑇𝑟 мала и как только клетка переходит в зону ADZ (и её размер удовлетво-

ряет условию деления) она образует трихому. Такие трихомы назовём три-

хомами «первого поколения». При высокой концентрации морфогена 𝑇𝑟

в зоне ADZ клетки делятся симметрично, увеличивая таким образом рас-

стояние между существующими трихомами. Концентрация морфогена 𝑇𝑟

будет минимальна в клетке, которая находится на максимальном возмож-

ном расстоянии от двух существующих трихом. Соответственно, эта клетка

сможет поделиться асимметрично и образовать трихому. Такие трихомами

назовём трихомами «второго поколения».

Результаты математического моделирования процесса формирования

трихом при разных размерах зоны ADZ представлены на рис. 5.9. Здесь, на

вертикальной оси отображен возраст трихом, по горизонтальной оси номер

клетки в ряду. Видно, что зона асимметричного деления и зона роста растя-

жением отличаются характером зависимостей возраста трихом от номера

клетки. Нелинейности в зоне асимметричного деления обусловлены делени-

ем клеток и появлением новых трихом «второго поколения». В зоне роста

растяжением возраст клеток пропорционален положению клетки в ряду

(её номеру). Поэтому, в этой зоне можно аппроксимировать зависимость

линейной функцией возраста трихом от номера клетки. В качестве сравни-

тельной характеристики распределения трихом в зависимости от размера

зоны ADZ было выбрано распределение отклонения возраста трихом от ли-

нии линейной регрессии (рис. 5.9). Можно предположить, что эти распре-
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Рис. 5.9. Результаты вычислительного эксперимента №2. Пространствен-

ные распределения возрастов трихом при различных размерах зоны ADZ:

А. 25 клеток, Б. 50 клеток, В. 100 клеток, Г. 200 клеток.
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деления можно представить в виде смеси двух нормальных распределений

(рис. 5.10): распределение трихом «первого поколения» и распределение

трихом «второго поколения», т.е. в виде статистической модели, которая

описывается 5 параметрами: среднее значение относительного возраста (𝜇1

и 𝜇2) и среднеквадратичное отклонение (𝜎1 и 𝜎2) для трихом первого и

второго поколения, их относительная доля (𝜆 и (1 − 𝜆)). Критерий согла-

сия Колмогорова-Смирнова показал, что такое представление возможно.

(p-значения и параметры распределений представлены в таб. 5.1).
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Рис. 5.10. Результаты вычислительного эксперимента №2. Распределения

трихом «первого поколения» и «второго поколения» при различных раз-

мерах зоны ADZ: А. 18 клеток, Б. 38 клеток, В. 60 клеток.

Таблица 5.1. Размер зоны ADZ, параметры распределения и p-значение

критерия Колмогорова-Смирнова

Число клеток в ADZ 𝜆 1 − 𝜆 𝜇1 𝜎1 𝜇2 𝜎2 p-значение

18 0.28 0.72 -1.4 0.38 0.54 0.53 0.89

38 0.56 0.44 -0.79 0.48 1.01 0.39 0.64

60 0.71 0.23 -0.58 0.45 1.43 0.29 0.08

Можно отметить, что с увеличением размера зоны растёт доля три-

хом «второго поколения». Это естественное следствие действия механизма

латерального ингибирования, принятого в модели. По экспериментальным

данным распределения размеров трихом в ряду можно подобрать парамет-

ры модели и оценить размер зоны ADZ.
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Построенная модель формирования трихом на листе пшеницы позво-

ляет, используя разные функции роста, настроить параметры модели по

экспериментальным данным так, что распределение длин трихом в про-

дольном ряду клеток в вычислительном эксперименте совпадает с экспе-

риментальным распределением (рис. 5.11 B).

Рис. 5.11. Распределение длин клеток-трихом в продольном ряду, получен-

ное А. в вычислительном эксперименте и Б. по измерениям длин клеток-

трихом зоны роста на листе пшеницы (см. рис. 5.2 Б). В. Плотность рас-

пределения длин клеток-трихом в эксперименте (красная кривая) и расчёт

по модели (синяя кривая).

Итак, механизм латерального ингибирования, который, как нам пред-

ставляется, лежит в основе формирования паттерна трихом в зоне асиммет-

ричного деления клеток, может проявляться в экспериментальных данных

несколькими особенностями:

1. В зоне асимметричного деления закладка трихом происходит двумя

поколениями. «Первое поколение» трихом формируется под воздей-

ствием фонового морфогена-активатора (𝑍2), распространяющегося

из первой стволовой клетки ряда на начальном участке асимметрич-

ной зоны деления.

2. «Второе поколение» трихом появляется между существующими три-

хомами, когда запрет на появление трихом обусловлен действием

морфогенов-ингибиторов от уже сформированных трихом. По мере

того как клетки растут появляется зона, где действие морфогенов-

156



ингибиторов ослабляется и появляются условия для формирования

новых трихом.

3. С увеличением размера зоны ADZ доля трихом «второго поколения»

увеличивается, что является проявлением механизма латерального

ингибирования.

Эти особенности механизма латерального ингибирования дают воз-

можность построить критерий, который позволил бы, при наличии соот-

ветствующих экспериментальных данных, оценить достоверность предпо-

ложения о том, что в основе формирования паттерна распределения трихом

лежит механизм латерального ингибирования.

5.3.2. Исследование закономерностей формирования паттерна

клеток-трихом на листе

Моделирование формирования паттерна клеток-трихом на листовой

пластинке даёт возможность исследовать пространственные особенности

механизма.

Целью вычислительного эксперимента №3 было исследование фор-

мирования границ зон симметричного и асимметричного деления клеток

при изотропной и анизотропной диффузии морфогенов 𝑍1 и 𝑍2, определя-

ющих зональность. В вычислительных экспериментах было показано, что

при изотропной и анизотропной диффузии морфогенов закономерности

формирования границ зоны различаются. На рис. 5.12 приведены резуль-

таты моделирования при разных режимах распространения морфогенов 𝑍1

и 𝑍2. На рисунках А и В представлены паттерны клеточной структуры ли-

ста, которые были получен в предположении анизотропной диффузии пре-

имущественно поперёк (𝛽1𝑇0
> 𝛽2𝑇0

и 𝛽1𝑇𝑟 > 𝛽2𝑇𝑟) или вдоль (𝛽1𝑇0
< 𝛽2𝑇0

и 𝛽1𝑇𝑟 < 𝛽2𝑇𝑟) листа, соответственно. Закономерности формирования гра-

ниц существенно отличаются: в случае В формирование зон осуществляет-

ся в каждом ряду независимо. В случае Б реализован вариант изотропной
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Рис. 5.12. Результаты вычислительного эксперимента №3. Фрагмент кле-

точной структуры «модельного листа» при изотропной и анизотроп-

ной диффузии морфогенов, определяющих зональность. Синие клетки —

тип 𝑆, красные клетки — тип 𝐴, фиолетовые клетки — тип 𝐸, зелёные и

жёлтые клетки — тип 𝑇 , светло-синие клетки — тип 𝑆𝑡 и 𝑡, розовые клет-

ки — тип 𝐴𝑡, светло-фиолетовые клетки — тип 𝐸𝑡. А. Анизотропная диф-

фузия преимущественно поперёк листа. Б. Изотропная диффузия. В. Ани-

зотропная диффузия преимущественно вдоль листа.

диффузии (𝛽1𝑇0
= 𝛽2𝑇0

и 𝛽1𝑇𝑟 = 𝛽2𝑇𝑟), при котором формирование зон в

каждом продольном ряду клеток является взаимосогласованным.

Целью вычислительного эксперимента №4 было исследование про-

странственных паттернов трихом в зависимости от скорости диффузии

морфогенов 𝑇𝑟 и 𝑇0, определяющих закладку трихом. В вычислительных

экспериментах показано, что варьирование скоростей диффузии морфо-

генов позволяет получать пространственные паттерны трихом сходные с

экспериментально наблюдаемыми (рис. 5.1). При варьировании скорости

диффузии морфогена 𝑇0 изменяется расстояние между рядами, в кото-

рых могут образовываться трихомы. При варьировании скорости диффу-

зии морфогена 𝑇𝑟 изменяется частота появления трихом в ряду. Резуль-

таты моделирования при разных скоростях диффузии морфогенов, опре-

деляющих дифференцировку клеток-трихом в «горизонтальном» (при ро-

сте инициального слоя) и «вертикальном» (при росте листа) направлениях
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Рис. 5.13. Результаты вычислительного эксперимента №4. Пространствен-

ные паттерны трихом (красные клетки) в зависимости от скорости диффу-

зии морфогенов 𝑇0 и 𝑇𝑟. А. 𝛽1𝑇0
= 1, 𝛽2𝑇𝑟 = 1, Б. 𝛽1𝑇0

= 10, 𝛽2𝑇𝑟 = 1, В.

𝛽1𝑇0
= 1, 𝛽2𝑇𝑟 = 10, Г. 𝛽1𝑇0

= 10, 𝛽2𝑇𝑟 = 10.

представлены на рис. 5.13.

5.4. Заключение к главе 5

Разработана математическая модель формирования пространствен-

ного паттерна клеток-трихом на растущем листе пшеницы. Показано, что

(1) формирование пространственного паттерна клеток-трихом в продоль-

ном ряду клеток на листе пшеницы может регулироваться механизмом

на основе латерального ингибирования сигналом, исходящим из клеток-

трихом; (2) вариабельность размеров трихом может зависеть от размеров

зоны асимметричного деления клеток; (3) при условии изотропной диф-

фузии морфогенов формирование паттернов клеток в разных продольных

рядах может быть согласовано; (4) варьирование скоростей диффузии мор-

фогенов позволяет получать пространственные паттерны сходные с экспе-

риментально наблюдаемыми.
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Заключение

Рост и деление клеток в меристеме, и их регуляция являются важным

аспектом, определяющим морфодинамику растительной ткани. Происхо-

дящее при этом изменение геометрии ткани приводит, с одной стороны,

к изменению регуляции молекулярными сигналами, распространяющими-

ся по тканевому пространству, с другой — к возникновению механических

напряжений в ткани. Роль этих механических напряжений как интегри-

рующих сигналов для регуляции морфодинамики является в настоящее

время предметом интенсивных исследований методами моделирования и

вычислительных экспериментов.

В диссертации изложена методика для моделирования морфодина-

мики растительной ткани, основанная на методе моделирования динами-

ческих систем с динамической структурой в формализме дифференциаль-

ных L-систем. Данная методика лежит в основе пакета «МРТ», который

реализован в виде программных модулей в среде Mathematica и позволя-

ет имитировать однонаправленный симпластный рост растительной ткани

с учётом морфогенетической регуляции и биомеханических свойств кле-

ток и воспроизводить экспериментально наблюдаемые паттерны клеточ-

ной структуры ткани. Разработаны и реализованы в пакете «МРТ» модели

(а) регуляции структуры ниши стволовых клеток апикальной меристемы

побега арабидопсиса на растущей ткани, (б) роста эпидермиса линейного

листа, (в) формирования трихом на листе пшеницы.

Методика моделирования и пакет программ, представленные в дис-

сертации, могут быть использованы в качестве основы для построения ком-

пьютерных моделей органов растений, для которых характерен однона-

правленный рост. Разработанные модели позволяют анализировать согла-



сованность качественных представлений о механизмах роста и формообра-

зования растительных тканей и планировать эксперименты для изучения

молекулярно-генетической системы регуляции этих процессов. Дальнейшее

развитие этих моделей позволит решать задачи по гено- и биоинженерии

растений с целью их оптимизации для биотехнологических целей.
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Выводы

1. Разработаны методика и пакет программ «Морфодинамика расти-

тельной ткани» («МРТ») для моделирования морфодинамики расти-

тельной ткани. Пакет основан на методе моделирования динамиче-

ских систем с динамической структурой в формализме дифференци-

альных L-систем, реализован в виде программных модулей в системе

Mathematica и позволяет имитировать однонаправленный симпласт-

ный рост растительной ткани с учётом морфогенетической регуляции

и биомеханических свойств клеток и воспроизводить эксперименталь-

но наблюдаемые паттерны клеточной структуры ткани. Разработаны

и реализованы в пакете «МРТ» модели

(а) регуляции структуры ниши стволовых клеток апикальной мери-

стемы побега арабидопсиса на растущей ткани,

(б) роста эпидермиса линейного листа,

(в) формирования трихом на листе пшеницы.

2. На основе модели регуляции пространственной структуры ниши ство-

ловых клеток в апикальной меристеме арабидопсиса с учётом роста

и деления клеток, учитывающей взаимодействие генов CLAVATA3 и

WUSCHEL, показано, что вероятность разрушения пространственной

структуры возрастает с увеличением отношения характерного време-

ни распространения морфогенов к средней длине клеточного цикла.

3. На основе модели однонаправленного симпластного роста эпидермиса

линейной листовой пластинки

(а) подобраны кинетические параметры роста клеток, при которых



она воспроизводит экспериментальные данные о распределении сред-

них размеров клеток вдоль листа пшеницы;

(б) показано, что автономная пролиферация клеток в условиях сим-

пластного роста приводит к биологически значимой вариабельности

механических напряжений и осмотических давлений в клетках.

4. На основе модели формирования пространственного паттерна трихом

на листе пшеницы с учётом модифицированного механизма латераль-

ного ингибирования и геометрии роста листа показано, что

(а) при варьировании параметров в вычислительных экспериментах

можно получить пространственные паттерны трихом, сходные с экс-

периментально наблюдаемыми, что позволяет использовать модель

в сравнительных эколого-физиологических исследованиях опушения

листа пшеницы, и

(б) в вычислительном эксперименте при определённых размерах зоны

асимметричного деления клеток получены характерные закономерно-

сти пространственного распределения длин трихом, наблюдение ко-

торых в эксперименте будет служить дополнительным обоснованием

механизма латерального ингибирования.
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59. Farhadifar R., Röper J.-C., Aigouy B. et al. The influence of cell mechan-

ics, cell-cell interactions, and proliferation on epithelial packing // Current

Biology. 2007. Vol. 17, no. 24. Pp. 2095–2104.

60. Fernandez R., Das P., Mirabet V. et al. Imaging plant growth in 4D: robust

tissue reconstruction and lineaging at cell resolution. // Nat Methods.

2010. Vol. 7, no. 7. Pp. 547–553.

170



61. Fletcher A. G., Osborne J. M., Maini P. K., Gavaghan D. J. Implementing

vertex dynamics models of cell populations in biology within a consistent

computational framework // Progress in biophysics and molecular biology.

2013. Vol. 113, no. 2. Pp. 299–326.

62. Fletcher A. G., Osterfield M., Baker R. E., Shvartsman S. Y. Vertex mod-

els of epithelial morphogenesis // Biophysical journal. 2014. Vol. 106,

no. 11. Pp. 2291–2304.

63. Fletcher J. C., Meyerowitz E. M. Cell signaling within the shoot meris-

tem. // Curr Opin Plant Biol. 2000. — Feb. Vol. 3, no. 1. Pp. 23–30.

64. Fujita H., Toyokura K., Okada K., Kawaguchi M. Reaction-Diffusion Pat-

tern in Shoot Apical Meristem of Plants // PLoS ONE. 2011. Vol. 6.

P. e18243.

65. Geier F., Lohmann J. U., Gerstung M. et al. A quantitative and dynamic

model for plant stem cell regulation. // PLoS One. 2008. Vol. 3, no. 10.

P. e3553.

66. Genaev M. A., Doroshkov A. V., Pshenichnikova T. A. et al. Extraction of

quantitative characteristics describing wheat leaf pubescence with a novel

image-processing technique // Planta. 2012. Vol. 236. Pp. 1943–1954.

67. Gibson L. J. The hierarchical structure and mechanics of plant materi-

als // Journal of The Royal Society Interface. 2012. Vol. published online.

68. Glazier J. A., Graner F. Simulation of the differential adhesion driven

rearrangement of biological cells // Physical Review E. 1993. Vol. 47,

no. 3. P. 2128.

69. Gordon S. P., Chickarmane V. S., Ohno C., Meyerowitz E. M. Multiple

feedback loops through cytokinin signaling control stem cell number within

the Arabidopsis shoot meristem. // Proc Natl Acad Sci U S A. 2009. Vol.

106, no. 38. Pp. 16529–16534.

171



70. Graner F., Glazier J. A. Simulation of biological cell sorting using a

two-dimensional extended Potts model // Physical review letters. 1992.

Vol. 69, no. 13. P. 2013.

71. Grieneisen V. A., Scheres B. Back to the future: evolution of computational

models in plant morphogenesis // Current Opinion in Plant Biology. 2009.

Vol. 12. P. 606–614.

72. Gross-Hardt R., Laux T. Stem cell regulation in the shoot meristem. // J

Cell Sci. 2003. — May. Vol. 116, no. Pt 9. Pp. 1659–1666.

73. Gruel J., Landrein B., Tarr P. et al. An epidermis-driven mechanism posi-

tions and scales stem cell niches in plants // Plant sciences. 2016. Vol. 2.

P. e1500989.

74. Guerriero G., Hausman J.-F., Cai G. No stress! Relax! Mechanisms govern-

ing growth and shape in plant cells // International journal of molecular

sciences. 2014. Vol. 15, no. 3. Pp. 5094–5114.

75. Gutierrez R., Lindeboom J. J., Paredez A. R. et al. Arabidopsis cortical

microtubules position cellulose synthase delivery to the plasma membrane

and interact with cellulose synthase trafficking compartments // Nature

Cell Biology. 2009. Vol. 11, no. 7. Pp. 797–806.

76. Haecker A., Laux T. Cell-cell signaling in the shoot meristem. // Curr

Opin Plant Biol. 2001. Vol. 4, no. 5. Pp. 441–446.

77. Hamant O., Heisler M. G., Jonsson H. et al. Developmental patterning by

mechanical signals in Arabidopsis // Science. 2008. Vol. 322, no. 5908.

Pp. 1650–1655.

78. Hester S. D., Belmonte J. M., Gens J. S. et al. A multi-cell, multi-scale

model of vertebrate segmentation and somite formation // PLoS Comput

Biol. 2011. Vol. 7, no. 10. P. e1002155.

172



79. Hirashima T., Iwasa Y., Morishita Y. Dynamic modeling of branching

morphogenesis of ureteric bud in early kidney development // Journal of

theoretical biology. 2009. Vol. 259, no. 1. Pp. 58–66.

80. Hohm T., Zitzler E., Simon R. A dynamic model for stem cell homeostasis

and patterning in Arabidopsis meristems. // PLoS One. 2010. Vol. 5, no. 2.

P. e9189.

81. Honda H., Eguchi G. How much does the cell boundary contract in a

monolayered cell sheet? // Journal of theoretical biology. 1980. Vol. 84,

no. 3. Pp. 575–588.

82. Honda H., Tanemura M., Nagai T. A three-dimensional vertex dynamics

cell model of space-filling polyhedra simulating cell behavior in a cell aggre-

gate // Journal of Theoretical Biology. 2004. Vol. 226, no. 4. Pp. 439–453.

83. Hsu Y.-C., Pasolli H. A., Fuchs E. Dynamics between stem cells, niche,

and progeny in the hair follicle. // Cell. 2011. Vol. 144, no. 1. Pp. 92–105.

84. Ising E. Beitrag zur theorie des ferromagnetismus // Zeitschrift für Physik

A Hadrons and Nuclei. 1925. Vol. 31, no. 1. Pp. 253–258.

85. Izaguirre J. A., Chaturvedi R., Huang C. et al. CompuCell, a multi-

model framework for simulation of morphogenesis // Bioinformatics. 2004.

Vol. 20, no. 7. Pp. 1129–1137.

86. Jensen O. E., Fozard J. A. Multiscale Models in the Biomechanics of Plant

Growth // Physiology. 2015. Vol. 30, no. 2. Pp. 159–166.

87. Jensen U. B., Lowell S., Watt F. M. The spatial relationship between stem

cells and their progeny in the basal layer of human epidermis: a new view

based on whole-mount labelling and lineage analysis. // Development.

1999. — Jun. Vol. 126, no. 11. Pp. 2409–2418.

173



88. Jiang X., Austin P. F., Niederhoff R. A. et al. Mechanoregulation of

proliferation // Molecular and Cellular Biology. 2009. Vol. 29, no. 18.

P. 5104–5114.

89. Jonsson H., Gruel J., Krupinski P., Troein C. On evaluating models in

Computational Morphodynamics // Current Opinion in Plant Biology.

2012. Vol. 15. P. 103–110.

90. Jonsson H., Heisler M., Reddy G. V. et al. Modeling the organization

of the WUSCHEL expression domain in the shoot apical meristem. //

Bioinformatics. 2005. Vol. 21 Suppl 1. Pp. i232–i240.

91. Jonsson H., Krupinski P. Modeling plant growth and pattern formation //

Current Opinion in Plant Biology. 2010. Vol. 13, no. 1. P. 5–11.

92. Jonsson H., Shapiro B. E., Meyerowitz E. M., Mjolsness E. On Growth,

Form, and Computers // Ed. by S. Kumar, P. Bentley. Academic Press,

London, UK, 2003. Pp. 156–161.

93. Jorgensen P., Tyerse M. How cells coordinate growth and division // Cur-

rent Biology. 2004. Vol. 14, no. 23. P. pR1014–R1027.

94. Kachalo S., Naveed H., Cao Y. et al. Mechanical Model of Geometric

Cell and Topological Algorithm for Cell Dynamics from Single-Cell to

Formation of Monolayered Tissues with Pattern // PLoS ONE. 2015.

Vol. 10, no. 5. P. e0126484.

95. Karwowski R., Prusinkiewicz P. Design and implementation of the L+ C

modeling language // Electronic Notes in Theoretical Computer Science.

2003. Vol. 86, no. 2. Pp. 134–152.

96. Kavanova M., Grimoldi A. A., Lattanzi F. A., Schnyder H. Phosphorus

nutrition and mycorrhiza effects on grass leaf growth. P status- and size-

mediated effects on growth zone kinematics // Plant, Cell and Environ-

ment. 2006. Vol. 29. Pp. 511–520.

174



97. Kerstetter R. A., Bollman K., Taylor R. A. et al. KANADI regulates organ

polarity in Arabidopsis // Nature. 2001. Vol. 411. Pp. 706–709.

98. Kierzkowski D., Nakayama N., Routier-Kierzkowska A.-L. et al. Elastic

Domains Regulate Growth and Organogenesis in the Plant Shoot Apical

Meristem // Science. 2012. Vol. 335. Pp. 1096–1099.

99. Kitano H. Computational systems biology // Nature. 2002. Vol. 420, no.

6912. Pp. 206–210.

100. Kniemeyer O., Kurth W. The Modelling Platform GroIMP and the Pro-

gramming Language XL // Applications of Graph Transformations with

industrial Relevance: Third international Symposium, AGTIVE 2007,

Kassel, Germany, October 10-12, 2007. Vol. 5088 of Lecture Notes In

Computer Science. 2008. Pp. 570–572.

101. Kotton D. N., Fine A. Lung stem cells. // Cell Tissue Res. 2008. Vol.

331, no. 1. Pp. 145–156.

102. Kutschera U., Niklas K. The epidermal-growth-control theory of stem

elongation: An old and a new perspective // Journal of Plant Physiol-

ogy. 2007. Vol. 164. Pp. 1395–1409.

103. Kwiatkowska D. Structural integration at the shoot apical meristem: mod-

els, measurements, and experiments // Am. J. Bot. 2004. Vol. 91, no. 9.

Pp. 1277–1293.

104. Larkin J. C., Brown M. L., Schiefelbein J. How do cells know what they

want to be when they grow up? Lessons from epidermal patterning in

Arabidopsis // Annual Review of Plant Biology. 2003. Vol. 54, no. 1.

Pp. 403–430.

105. Larkin J. C., Young N., Prigge M., Marks M. D. The control of trichome

spacing and number in Arabidopsis // Development. 1996. Vol. 122.

Pp. 997–1005.

175



106. Lenhard M., Laux T. Stem cell homeostasis in the Arabidopsis shoot

meristem is regulated by intercellular movement of CLAVATA3 and its

sequestration by CLAVATA1. // Development. 2003. — Jul. Vol. 130,

no. 14. Pp. 3163–3173.

107. Lewicka S. General and analytic solutions of the Ortega equation // Plant

physiology. 2006. Vol. 142, no. 4. Pp. 1346–1349.

108. Lindenmayer A. Mathematical models for cellular interaction in develop-

ment, Parts I and II // J. Theor. Biol. 1968. Vol. 18. P. 280–315.

109. Lipka E., Herrmann A., Mueller S. Mechanisms of plant cell division //

Wiley Interdisciplinary Reviews: Developmental Biology. 2015. Vol. 4,

no. 4. Pp. 391–405.

110. Lockhart J. A. An analysis of irreversible plant cell elongation // Journal

of Theoretical Biology. 1965. Vol. 8, no. 2. P. 264–275.

111. Maeda S., Gunji S., Hanai K. et al. The conflict between cell prolifera-

tion and expansion primarily affects stem organogenesis in Arabidopsis //

Plant and Cell Physiology. 2014. Vol. 55, no. 11. Pp. 1994–2007.

112. Masle J. The Effects of Elevated CO2 Concentrations on Cell Division

Rates, Growth Patterns, and Blade Anatomy in Young Wheat Plants

Are Modulated by Factors Related to Leaf Position, Vernalization, and

Genotype // Plant Physiology. 2000. Vol. 122. Pp. 1399–1415.

113. Meinhardt H., Gierer A. Applications of a theory of Biological pattern

formation based on lateral inhibition // J. Cell Sci. 1974. Vol. 15. Pp. 321–

346.

114. Merks R. M., Guravage M., Inze D., Beemster G. T. VirtualLeaf: An

Open-Source Framework for Cell-Based Modeling of Plant Tissue Growth

and Development // Plant Physiology. 2011. Vol. 155, no. 2. Pp. 656–666.

176



115. Merks R. M., Perryn E. D., Shirinifard A., Glazier J. A. Contact-inhibited

chemotaxis in de novo and sprouting blood-vessel growth // PLoS Comput

Biol. 2008. Vol. 4, no. 9. P. e1000163.

116. Metropolis N., Rosenbluth A. W., Rosenbluth M. N. et al. Equation of

state calculations by fast computing machines // The journal of chemical

physics. 1953. Vol. 21, no. 6. Pp. 1087–1092.

117. Milani P., Gholamirad M., Traas J. et al. In vivo analysis of local wall

stiffness at the shoot apical meristem in Arabidopsis using atomic force

microscopy // The Plant Journal. 2011. Vol. 67, no. 6. Pp. 1116–1123.

118. Mironova V. V., Omelyanchuk N. A., Yosiphon G. et al. A plausible mech-

anism for auxin patterning along the developing root // BMC Systems

Biology. 2010. Vol. 4, no. 1. P. 98.

119. Mjolsness E., Yosiphon G. Stochastic Process Semantics for Dynamical

Grammars // Annals of Mathematics and Artificial Intelligence. 2006.

Vol. 47. Pp. 329–395.

120. Morris A. K., Silk W. K. Use of a flexible logistic function to describe

axial growth of plants // Bulletin of Mathematical Biology. 1992. Vol. 54,

no. 6. Pp. 1069–1081.

121. Nagai T., Honda H. A dynamic cell model for the formation of epithelial

tissues // Philosophical Magazine B. 2001. Vol. 81, no. 7. Pp. 699–719.

122. Nakamura M., Kiefer C. S., Grebe M. Planar polarity, tissue polarity and

planar morphogenesis in plants // Current Opinion in Plant Biology. 2012.

Vol. 15, no. 6. P. 593–600.

123. Nelissen H., Rymen B., Jikumaru Y. et al. A Local Maximum in Gib-

berellin Levels Regulates Maize Leaf Growth by Spatial Control of Cell

Division // Current Biology. 2012. Vol. 22. Pp. 1183–1187.

177



124. Nelson C. M., Jean R. P., adn Wendy F. Liu J. L. T. et al. Emergent pat-

terns of growth controlled by multicellular form and mechanics // PNAS.

2005. Vol. 102, no. 33. P. 11594–11599.

125. Newell A. C., Shipman P. D., Sun Z. Phyllotaxis as an example of the sym-

biosis of mechanical forces and biochemical processes in living tissue. //

Plant Signal Behav. 2008. — Aug. Vol. 3, no. 8. Pp. 586–589.

126. Newman I. V. Pattern in the meristems of vascular plants. III. Pursuing

the patterns in the apical meristem where no cell is a permanent cell //

Journal of the Linnean Society (Botany). 1965. Vol. 59. Pp. 185–214.

127. Newman T. J. Modeling multi-cellular systems using sub-cellular ele-

ments // arXiv preprint q-bio/0504028. 2005.

128. Nobel P. S. Physicochemical and Environmental Plant Physiology. Else-

vier Inc., 2005.

129. Ogawa M., Shinohara H., Sakagami Y., Matsubayashi Y. Arabidopsis

CLV3 peptide directly binds CLV1 ectodomain. // Science. 2008. Vol.

319, no. 5861. P. 294.

130. Ortega J. K. A quantitative biophysical perspective of expansive growth

for cells with walls // Recent research developments in biophysics. 2004.

Pp. 297–324.

131. Ortega J. K. Plant Cell Growth in Tissue // Plant Physiology. 2010. Vol.

154, no. 3. Pp. 244–1253.

132. Ortega J. K., Zehr E. G., Keanini R. G. In vivo creep and stress relaxation

experiments to determine the wall extensibility and yield threshold for the

sporangiophores of Phycomyces // Biophysical journal. 1989. Vol. 56,

no. 3. P. 465.

178



133. Paciorek T., Bergmann D. C. The secret to life is being different: asymmet-

ric divisions in plant development // Current Opinion in Plant Biology.

2010. Vol. 13. Pp. 661–669.

134. Palm M. M., Merks R. M. Large-scale parameter studies of cell-based

models of tissue morphogenesis using CompuCell3D or VirtualLeaf //

Tissue Morphogenesis. Springer, 2015. Pp. 301–322.

135. Paredez A. R., Somerville C. R., Ehrhardt D. W. Visualization of cellu-

lose synthase demonstrates functional association with microtubules //

Science. 2006. Vol. 312, no. 5779. Pp. 1491–1495.

136. Pierret C., Spears K., Morrison J. A. at al. Elements of a neural stem

cell niche derived from embryonic stem cells. // Stem Cells Dev. 2007.

Vol. 16, no. 6. Pp. 1017–1026.

137. Poethig R., Sussex I. The cellular parameters of leaf development in to-

bacco: a clonal analysis // Planta. 1985. Vol. 165, no. 2. Pp. 170–184.

138. Poethig R., Szymkowiak E. Clonal analysis of leaf development in maize //

Maydica (Italy). 1995.

139. Poethig R. S. Leaf morphogenesis in flowering plants. // The Plant Cell.

1997. Vol. 9, no. 7. Pp. 1077–1087.

140. Pop lawski N. J., Swat M., Gens J. S., Glazier J. A. Adhesion between

cells, diffusion of growth factors, and elasticity of the AER produce the

paddle shape of the chick limb // Physica A: Statistical Mechanics and

its Applications. 2007. Vol. 373. Pp. 521–532.

141. Potts R. B. Some generalized order-disorder transformations // Mathe-

matical proceedings of the cambridge philosophical society / Cambridge

Univ Press. Vol. 48. 1952. Pp. 106–109.

179



142. Pradal C., Dufour-Kowalski S., Boudon F. et al. OpenAlea: a visual pro-

gramming and component-based software platform for plant modelling //

Functional Plant Biology. 2008. Vol. 35. Pp. 751–760.

143. Priestley J. Studies in the physiology of cambial activity // New Physiol-

ogy. 1930. Vol. 29. P. 96–140.

144. Proseus T. E., Ortega J. K., Boyer J. S. Separating growth from elastic

deformation during cell enlargement // Plant Physiology. 1999. Vol. 119,

no. 2. Pp. 775–784.

145. Proseus T. E., Zhu G.-L., Boyer J. S. Turgor, temperature and the growth

of plant cells: using Chara corallina as a model system // Journal of

Experimental Botany. 2000. Vol. 51, no. 350. Pp. 1481–1494.

146. Prusinkiewicz P. Art and science for life: designing and growing virtu-

alplants with L-systems // Acta Horticulturae. 2004. Vol. 630. Pp. 15–28.

147. Prusinkiewicz P., Hammel M., Mjolsness E. Animation of Plant Develop-

ment. Proceedings of SIGGRAPH 93 // Computer Graphics Proceedings,

Annual Conference Series. 1993. Pp. 351–360.

148. Prusinkiewicz P., Lindenmayer A. The algorithmic beauty of plants.

Springer-Verlag, 1990.

149. Prusinkiewicz P., Rolland-Lagan A.-G. Modeling plant morphogenesis //

Current Opinion in Plant Biology. 2006. Vol. 9. P. 83–88.

150. Prusinkiewicz P., Runions A. Computational models of plant development

and form // New Phytologist. 2012. Vol. 193. Pp. 549–569.

151. Qiao F., Petrasek J., Nick P. Light can rescue auxin-dependent synchrony

of cell division in a tobacco cell line // J. Exp. Bot. 2010. Vol. 61, no. 2.

Pp. 503–510.

180



152. Reddy G. V., Meyerowitz E. M. Stem-cell homeostasis and growth dy-

namics can be uncoupled in the Arabidopsis shoot apex. // Science. 2005.

Vol. 310, no. 5748. Pp. 663–667.

153. Robert C. P. Simulation of truncated normal variables // Statistics and

Computing. 1995. Vol. 5, no. 2. Pp. 121–125.

154. Rojo E., Sharma V. K., Kovaleva V. et al. CLV3 is localized to the ex-

tracellular space, where it activates the Arabidopsis CLAVATA stem cell

signaling pathway. // Plant Cell. 2002. — May. Vol. 14, no. 5. Pp. 969–977.

155. Ryu K. H., Zheng X., Huang L., Schiefelbein J. Computational modeling

of epidermal cell fate determination systems // Current Opinion in Plant

Biology. 2013. Vol. 16, no. 1. Pp. 5–10.

156. Sablowski R. The dynamic plant stem cell niches. // Curr Opin Plant

Biol. 2007. Vol. 10, no. 6. Pp. 639–644.

157. Sablowski R. Plant stem cell niches: from signalling to execution // Cur-

rent Opinion in Plant Biology. 2011. Vol. 14, no. 1. Pp. 4–9.

158. Sablowski R., Dornelas M. C. Interplay between cell growth and cell cycle

in plants // Journal of Experimental Botany. 2014. Vol. 65, no. 10.

Pp. 2703–2714.

159. Sahlin P., Jonsson H. A Modeling Study on How Cell Division Affects

Properties of Epithelial Tissues Under Isotropic Growth // PLoS ONE.

2010. Vol. 5, no. 2. P. e11750.

160. Sahlin P., Melke P., Jonsson H. Models of sequestration and receptor cross-

talk for explaining multiple mutants in plant stem cell regulation // BMC

Systems Biology. 2011. Vol. 5, no. 2. Pp. 1–14.

161. Sampathkumar A., Yan A., Krupinski P., Meyerowitz E. M. Physical

forces regulate plant development and morphogenesis // Current Biology.

2014. Vol. 24, no. 10. P. R475–R483.

181



162. Savaldi-Goldstein S., Chory J. Growth coordination and the shoot epider-

mis. // Curr Opin Plant Biol. 2008. Vol. 11, no. 1. Pp. 42–48.

163. Schellmann S., Hulskamp M. Epidermal differentiation: trichomes in Ara-

bidopsis as a model system // International Journal of Developmental

Biology. 2005. Vol. 49. Pp. 579–584.

164. Schellmann S., Hulskamp M., Uhrig J. Epidermal pattern formation in

the root and shoot of Arabidopsis. // Biochem Soc Trans. 2007. Vol. 35,

no. Pt 1. Pp. 146–148.

165. Scheres B. Stem-cell niches: nursery rhymes across kingdoms // Nature

Reviews Molecular Cell Biology. 2007. Vol. 8. Pp. 345–354.

166. Schmitt T. M., Zuniga-Pflucker J. C. T-cell development, doing it in a

dish // Immunol Rev. 2006. Vol. 209. Pp. 95–102.

167. Schnyder H., Seo S., Rademacher I., Kuhbauch W. Spatial distribution of

growth rates and of epidermal cell lengths in the elongation zone during

leaf development in Lolium perenne L. // Planta. 1990. Vol. 181. Pp. 423–

431.

168. Schoof H., Lenhard M., Haecker A. et al. The stem cell population of

Arabidopsis shoot meristems in maintained by a regulatory loop between

the CLAVATA and WUSCHEL genes. // Cell. 2000. — Mar. Vol. 100,

no. 6. Pp. 635–644.

169. Selker J. M., Steucek G. L., Green P. B. Biophysical mechanisms for mor-

phogenetic progressions at the shoot apex // Developmental biology. 1992.

Vol. 153, no. 1. Pp. 29–43.

170. Serrano-Mislata A., Schiessl K., Sablowski R. Active Control of Cell Size

Generates Spatial Detail during Plant Organogenesis // Current Biology.

2015. Vol. 25, no. 22. P. 2991–2996.

182



171. Shapiro B. E., Heisler M., Tobin C. et al. Using geometric markers to

predict the cell division plane in meristem cells // Proceedings of the 6th

International Workshop on Functional-Structural Plant Models / Univer-

sity of California Davis, CA. 2010. Pp. 144–146.

172. Shapiro B. E., Levchenko A., Meyerowitz E. M. et al. Cellerator: extending

a computer algebra system to include biochemical arrows for signal trans-

duction simulations // Bioinformatics. 2003. Vol. 19, no. 5. Pp. 677–678.

173. Shapiro B. E., Meyerowitz E., Mjolsness E. Using Cellzilla for Plant

Growth Simulations at the Cellular Level // Front Plant Sci. 2013. Vol. 4,

no. 408.

174. Sharma V. K., Ramirez J., Fletcher J. C. The Arabidopsis CLV3-like

(CLE) genes are expressed in diverse tissues and encode secreted pro-

teins. // Plant Mol Biol. 2003. — Feb. Vol. 51, no. 3. Pp. 415–425.

175. Shraiman B. I. Mechanical feedback as a possible regulator of tissue

growth // PNAS. 2005. Vol. 102, no. 9. P. 3318–3323.

176. Smith L. G. Plant cell division: building walls in the right places // Nature

Reviews Molecular Cell Biology. 2001. Vol. 2, no. 1. Pp. 33–39.

177. Stahl Y., Simon R. Plant stem cell niches // Int J Dev Biol. 2005. Vol. 49,

no. 5-6. Pp. 479–489.

178. Sugimura K., Lenne P.-F., Graner F. Measuring forces and stresses in situ

in living tissues // Development. 2016. Vol. 143, no. 2. Pp. 186–196.

179. Sun T., McMinn P., Coakley S. at al. An integrated systems biology ap-

proach to understanding the rules of keratinocyte colony formation. // J

R Soc Interface. 2007. Vol. 4, no. 17. Pp. 1077–1092.

180. Swat M. H., Thomas G. L., Belmonte J. M. et al. Multi-scale modeling

of tissues using CompuCell3D // Methods in cell biology. 2012. Vol. 110.

P. 325.

183



181. Szyndler M. W., Haynes K. F., Potter M. F. et al. Entrapment of bed

bugs by leaf trichomes inspires microfabrication of biomimetic surfaces //

J. R. Soc. Interface. 2013. Vol. 10. P. 20130174.

182. Traas J., Bohn-Courseau I. Cell proliferation patterns at the shoot apical

meristem. // Curr Opin Plant Biol. 2005. Vol. 8, no. 6. Pp. 587–592.

183. Traas J., Doonan J. H. Cellular basis of shoot apical meristem develop-

ment. // Int Rev Cytol. 2001. Vol. 208. Pp. 161–206.

184. Traas J., Sassi M. Plant development: from biochemistry to biophysics

and back // Current Biology. 2014. Vol. 24, no. 6. Pp. R237–R238.

185. Tuza Z., Lindenmayer A. Lindenmayer systems: Impacts on theoretical

computer science, computer graphics, and developmental biology // Ed.

by G. Rozenberg, A. Salomaa. Springer-Verlag, Berlin, 1992. Pp. 333–350.

186. Uyttewaal M., Burian A., Alim K. et al. Mechanical Stress Acts via

Katanin to Amplify Differences in Growth Rate between Adjacent Cells

in Arabidopsis // Cell. 2012. Vol. 149, no. 2. Pp. 439–451.

187. Uyttewaal M., Traas J., Hamant O. Integrating physical stress, growth,

and development // Current Opinion in Plant Biology. 2010. Vol. 13,

no. 1. P. 46–52.

188. Vermeer J. E., von Wangenheim D., Barberon M. et al. A spatial accom-

modation by neighboring cells is required for organ initiation in Arabidop-

sis // Science. 2014. Vol. 343, no. 6167. Pp. 178–183.

189. Vogler H., Felekis D., Nelson B. J., Grossniklaus U. Measuring the Me-

chanical Properties of Plant Cell Walls // Plants. 2015. Vol. 4, no. 2.

Pp. 167–182.

190. Vos D. D., Dzhurakhalov A., Draelants D. et al. Towards mechanistic

models of plant organ growth // Journal of Experimental Botany. 2012.

Pp. 1–13.

184



191. Vos D. D., Vissenberg K., Broeckhove J., Beemster G. T. S. Putting Theo-

ry to the Test: Which Regulatory Mechanisms Can Drive Realistic Growth

of a Root? // PLoS Comput Biol. 2014. Vol. 10, no. 10. P. e1003910.

192. Weber A., Braybrook S., Huflejt M. et al. Measuring the mechanical prop-

erties of plant cells by combining micro-indentation with osmotic treat-

ments // Journal of experimental botany. 2015. Vol. 66, no. 11. Pp. 3229–

3241.

193. Weliky M., Minsuk S., Keller R., Oster G. Notochord morphogenesis in

Xenopus laevis: simulation of cell behavior underlying tissue convergence

and extension // Development. 1991. Vol. 113, no. 4. Pp. 1231–1244.

194. Weliky M., Oster G. The mechanical basis of cell rearrangement // De-

velopment. 1990. Vol. 109, no. 2. Pp. 373–386.

195. Wilcox M., Mitchison G. J., Smith R. J. Pattern formation in the Blue-

Green Alga, Anabaena I. Basic Mechanisms // Journal of Cell Science.

1972. Vol. 12. Pp. 707–723.

196. Williams L., Fletcher J. C. Stem cell regulation in the Arabidopsis shoot

apical meristem. // Curr Opin Plant Biol. 2005. Vol. 8, no. 6. Pp. 582–586.

197. Williams R. F. The Shoot Apex and Leaf Growth: A Study in Quantitative

Biology. New York: Cambridge University Press, 1974.

198. Wolf S., Hematy K., Hofte H. Growth Control and Cell Wall Signaling in

Plants // Annu. Rev. Plant Biol. 2012. Vol. 63. Pp. 381–407.

199. Worth P., Stepney S. Applications of Evolutionary Computing. Springer

Berlin Heidelberg, 2005. Pp. 545–550.

200. Yadav R. K., Girke T., Pasala S. et al. Gene expression map of the Ara-

bidopsis shoot apical meristem stem cell niche // Proceedings of the Na-

tional Academy of Sciences. 2009. Vol. 106, no. 12. Pp. 4941–4946.

185



201. Yadav R. K., Perales M., Gruel J. et al. WUSCHEL protein movement

mediates stem cell homeostasis in the Arabidopsis shoot apex // Genes

and development. 2011. Vol. 25. P. 2025–2030.

202. Yadav R. K., Perales M., Gruel J. et al. Plant stem cell maintenance

involves direct transcriptional repression of differentiation program //

Molecular Systems Biology. 2013. Vol. 9. P. 654.

203. Yang C., Ye Z. Trichomes as models for studying plant cell differenti-

ation // Cellular and molecular life sciences. 2013. Vol. 70, no. 11.

Pp. 1937–1948.

204. Zajaczkowska U., Kucharski S., Guzek D. Are trichomes involved in the

biomechanical systems of Cucurbita leaf petioles? // Planta. 2015. Vol.

242. Pp. 1453–1465.

205. Zhao Z., Andersen S. U., Ljung K. et al. Hormonal control of the shoot

stem-cell niche // Nature. 2010. Vol. 465, no. 7301. Pp. 1089–1092.

186


